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Predmluva

Toto skriptum, které vzniklo na 2zéklad® n&kolika prednd-
Sek o matematice pro lingvisty, které jsem m&l v zimnim semest-
ru 8kol. r. 1972/73 na semind¥i katedry v&d o zemfich Asie a
Afriky FFKU, si klade za cil, poskytnout zdjemci o matematic-
kou lingvistiku z ¥ad lingvistd zdkladn{ informace o matematic-
kjch pojmech, s nimiZ se v matematické lingvistice pracuje.
Nenf mfn&no jake ulebnice matematické lingvistiky, ale m& byt
pouze pomickou pro &teni odborné literatury z tohoto oboru.
Nepfedpoklddéd Z4dné predb&Zné matematické znalosti.

Prvni dva oddily se zabyvaji vyrokovou a predikédtovou lo-
gikou. Ne vEechno, co je v nich obsaZeno, se pou¥fvé v dals{im;
Umysln&€ jsem tento text ponékud roz&f¥il s ohledem na &asté do-
tazy na logické zédkony, které byvaji v této souvislosti klade-
ny. NejdileZit&jsi &istf skript jsou oddfly 3 a 4, v nichZ
Jsou vyloZeny zdkladni pojmy teorie mnoZin. 0ddfl o grafech je
p¥idén pro uplnost. V posledni &dsti Je pro ilustraci uvedena
definice generativni gramatiky a pojmy s tim souviseiici.

D€kuji dr. J. Vackovi, ktery predetl v&t3{ &4st skript a
pomohl mi odstranit mnohé nejasnosti v textu. M3j dfk pati{
rovné€Z pani A. Fulfkové za pellivé prepséni skript na stroji a

ing. J. Sommrovi, ktery nakreslil obrézky.

J. Rp






1. Vyrokovéa logika

Drive neZ pristoupime k vykladu zdkladni matematické
discipliny, totiZ teorie mnoZin, na jejimZ zdkladé je vybudo-
véna celé moderni matematika, musime nejprve osvétlit n&kte-
ré logické pojmy, bez jejichZ znalosti neni dnes moZné &ist
zadny matematicky text.

Tradic¢ni zpisob vykladu logiky, kterého se pIidrZovala
Jje€té predviletnd gymndzia, prisp&l znalné k tomu, Ze jedtd do-
dnes 8iji mnozi 1idé predstavuji jako védu o sprivnych dsud-
cich, sylogismech, definicich atd. Ve skutednosti je moderni
logika silné proniknuta matematickymi metodami, takZe se nék-
dy misto terminu "logika" pouZivd i termind "symbolické logi-
ka" nebo "matematicikd logika". Tento nyn&j$i stav logiky Jje
vysledkem vice neZ stoletého vyvoje, ktery zapodal v pracich

anglického logika G. Boolea (1815 - 1910).

Zékladni (a nejjednodussi) disciplinou moderni logiky Jje
vyrokové logika, nazyvanéd n&kdy té% "vyrokovym podtem" nebo |
"vyrokovym kalkulem", Zabyvs se - struing& redeno - spojovinim
vét v souvdti a zjiZfovédnim pravdivosti &i nepravdivosti sou-
véti na zékladé pravdivosti &i nepravdiveosti jednotlivych Jje-
ho Clenl. MiZeme tedy z lingvistického hlediska pohli¥et nsa
vyrokovou logiku Jjako na prvani a nejhrub8i stupen rozboru
véty.

Vzhledem k tomu, Ze slovo "véta" mé& v logickych a mate-
matickych textech specificky vyznam, totiZ vyznem matematic-

kého tvrzeni neboli teorému, pouZivéd se misto n&j v logiciych



textech slovo "vyrok". ProtoZe Jjde o zdkladni pojem celého
odvétvi logiky, Jje nutno vymezit je] co moZné nejpresn&ji, aby-
chom odstranili mnohoznacnost, kterou toto slovo v sobé& skry-
vé v béZném Jazyce.

Vyrokem budeme rozumdt v&tu (tvrzeni, vipovdd std.), o

které lze rozhodnout, zda je &i neni pravdivd. Tak napiiklad

eské véty

"Praha je hlavni mé&sto Ceskoslovenska",

"Praha neni hlavni m&sto Ceskoslovenska"

Jjsou vyroky, protoZe o kaZdé z nich lze Pici, zda je &i neni
pravdivéd. Naproti tomu jakykoli nesmyslny souhrn slov, nap?.

"Cislo Plzen je zelené",
neni vyrokem, protoZe o Jjeho pravdivosti nebo nepravdivosti
nelze nic rozumného Pici.

Je dlGleZité pripomenout, Ze uvedené definici vyroku nel-
ze podklédat subje:tivni vyklad. Slova "lze rozhodnout" zde
nemaji nic spoleéného se subjektivnim hodnocenim pravdivosti
¢1 nepravdivosti vyrcku osobou mluv&iho, ale Jsou min&na v tom
smyslu , Ze dany vyrok zaruden& je bud pravdivy nebo nepravdi-
vy. NapPiklad tvrzeni

"Na lMarsu existuje Zivot"
je jist& bud pravdivé nebo nepravdivé, a tedy je vyrokem, ac-
koliv dosud nevime, kteréd z obou té&chto moZnosti odpovidéd sku-
tednosti.

Pro naSe ulely je rozhodujici skutelnost Ze o kaidém vy-
roku miZeme Ffci, Ze bud je pravdivy nebo %e je nepravdivy a
pripsat mu tzv. pravdivostni hodnotu. Tuto pravdivostni hod-
notu vyroku budeme znadit symbolem 4 , je-1li vyrok pravdivy,

a symbolem 0 y Je=1li vyrok nepravdivy. Podotkn&me hned zde,
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te ¢isla 4 a 0 , kterych jsme pouzili, jsou pouze konvendné&
pouZzivané symboly, které nemajfi nic spoleéného s jejich Cisel-
nymi hodnotami a vlastnostmi. Stejné& tak bychom mohli (jak se
to také nékdy d8lévé) pouZivat pro pravdivost symbolu P a pro
nepravdivest symbolu N .

V bé&Zné Feli lasto spojujeme jednoduché véty do sloZitéj-
8ich celk(; k tomu pouZivéme tzv. vétnych spojei. N&které z
nich, totiZ spojky "neni pravda, Ze", "a", 'nebo", "jestliZe
eeey pak" a méné Castéd spojka "jen tehdy, kdyZ", maji ve vyro-

kové logice zvldstni dlohu. Probereme Jje proto nyni podrobnéji.

Necht méme dén n&jaky vyrok, oznadme ho symbolem 4 . Vy-
rok "neni pravda,Ze s " nazyvime negaci vyroku .o a znaéime
ho 4. Naprilklad, je-li m vyrok

"Dnes prsi",

bude Jjeho negaci vyrok

"Neni pravda, Ze dnes prsi".
(Tento vyrok ndm zni trochu podivn&, protoZe v b&Zné redi by-
chom jisté Tekxli "Dnes nepr3i". Zde se poprvé setkévime s okol-
nosti, Ze pro vystiZeni logické struktury véty b&Zného hovoro-
vého Jjazyka je fasto treba pouZit vyjéddreni, které zni dosti
t&Zkopddn&, Nap¥iklad v uvedeném p¥ikladé& je tato t&Zkopddnost
zplisobena tim, Ze v deStiné, podobn& jako ve v&t3ind& jinych
Jazykd, se zdpor stavi ke slovesu, tedy doprostied véty, za-
timco ndg& zplsob zépisu ve tvaru - 4 vyznaluje zépor na za-
gitlku. )

PovEimnéme si, Ze je-li vyrok fo pravdivy, je vyrok
e nepravdivy a naopak, Jje-1li vyrok A nepravdivy, Jje

Jjeho negace qpn pravdivéd. Tuto z¥ejmou skutelnost miZeme



shrrout nédsledujici tabulkou:

P| P
11 O
O] 1

Zde méme v prvaim sloupci uvedeny v3echny woZné pravdivostni

hodnoty vyroku s (totiZz 0,41 ) a ke kaZdé této hodnoté
je na stejném Pddku ve druhém sloupci uvedena pravdivostni
hodrota vyroku =1 p . Podobné tabulky - i kdyZz trochu slo~-

7it8j8{ - sestrojime i pro daldi vyrokové spojky.

Prejdéme nyni ke spojce "a". Vyrok
"Dnes prdi a je zima"

konstatuje zrejm& nezdvisle na sob& dvd skutednosti: 1) Dnes
préf, 2) Je zima. Oznadfme-1li vyrok "Dnes pr8i" symbolem 4o ,
vyrok "Je zima" symbolem ¢, , oznalime vyrok "Lnes prsi a Je
zima" symbolem s A g, @ budeme je. nazyvat konjunkci vyro-
ki ;.9 o DJany vyrok Jsme tedy sloZzili ze dvou vyrokd, spo-
jenych navzédjem spojkou "a", které v symbolickém zé&pisu odpo-
vidal symbol " A ". Je ddleZité si uv&domit, Ze zatimco ne-
gace se vztahovala k jedinému vyroku, operuje konjunkce (stej-
n& jako vdechny spojky, se kterymi se setkdme v daldim) se
dvéma vyroky, které mohou byt na sobd zcela nezdvislé. P¥i-
kladem takového spojeni je vyrok

"Opice je savec a Praha neni hlavni m&sto Ceskoslovenska",
kde jde o spojeni dvou na sob& zcela nezdvislych vyrokd; pro
nés v3ak Jje podstatné, Ze uvedeny vyrok m& logickou formu
konjunkce.

Nyni musime vyjasnit otdzku, Jjak zdvisi pravdivostni



hodrota vyroku s A q na pravdivostnich hodnotdch jeho slo-
zek m, g . ProtoZe vyroky q, 9 jsou na sob& nezdvislé,
Jsou wozné tyto &tyfi pripady: 1) g Jje pravdivy, q Jje prav-
divyj 2) fo Jje pravdivy, q, Jje nepravdivy; 3) s Jje neprav-
divy, @ Jje pravdivy; 4) .o Jje nepravdivy, q  Jje nepravdi-
vy. JestliZe je vyrok g A g , napPiklad "Dnes pr3i a je zi-
ma", pravdivy, potom konstatuje skutelnost, Ze plati dvé& vdci:
1) Dnes pr3f, 2) Je zima. To znamené, %e je-1li virok s A q
pravdivy, jsou i oba vyroky s , g, pravdivé. Naopak, JjestliZe
neéktery z vyrokd f , q neni pravdivy, napf. jestliZe dnes
neprsi, pak vyrok "Dnes pr3i a je zima" nem@Ze byt pravdivy;
tim spife nebude pravdivy, jestliZe oba vyroky, z nichZ je slo-
Zen, budou nepravdivé. Dochdzime tedy k tomuto zdv&ru: vyrok
A @ Je pravdivy jen tehdy, jsou-li oba vyroky 42, 9, prav-
divé; ve vEech ostatnich p¥ipadech je nepravdivy. PouZijeme-1li
opét pro pravdivost symbolu 4 , pro nepravdivost symbolu O |,

mlZeme naSe uUvahy shrnout touto tabulkou:

P{a(PAQ
111 1
110] O
o111 O
0101 O

Zde Jjsou v prvnich dvou sloupcich uvedeny vZechny moZné kombi=-

nace pravdivostnich hodnot vyrokd #4v, @ a u kazdé z té&chto
kombinaci Jje ve steiném Pdédku a t¥etim sloupci uvedena pravdi-

vostni hodncta vyroku s A q -



Vyrok, ktery vznikne spojenim vyrokd g ,q  spojkou
"nebo", nap¥iklad

"Ines veler budu &ist nebo pijdu do kina",

nezyvéme disjunkci vyroki s ,q & znalime jej n v Q . Vy-
roky g, 9 mohou byt op&€t (co se jejich pravdivostnich hod-
not ty“e) na sob& nezdvislé. V hovorovém jazyce v8ak snojky
"nebo" pouzivime, vétSinou nevédomky, ve dvou riznych smys-
lech. Srovnejme uvedenou vétu s vétou

"Zitra v poledne bude bud v Praze nebo v Bratislavé".
V prvni z téchto vét se tvrdi, Ye dnes veder bud budu &ist,
nebo pjdu do kine, avsak nevyluduje se, Ze mohu udé&lat oboji,
nav¥. veler nap¥ed jit do kina & potom &ist. Naproti tomu dru-
hé v&ta uvédi, Ze zitra v poledne bude dotydnéd osoba bud v
Praze, nebo v Bratislavé, avsak tytc dvé okolnosti nemohou
platit souasns. Rozdil mezi ob&ma témito v&tami tkvi tedy v
tom, Ze Jje-1li prvni véta pravdivéd, znamend to, Ze Jje pravdivd
prvni nebo druhd jeii sloZka nebo ob& souéasné; zatimco Je-1li
druhé vé&ta pravdivé, pak jedna z Jje ich sloZekx je pravdivé a
drvhé nepravdivéd, av8ak nemohou byt ob& pravdivé soufasnd.
Aby se vyloudila tato dvojznalnost, kterd by ve formélnich
logickych nebo matematickych textech mohla vést k omylfm, by-
lo dohodnuto chépat logiciou spojku " v " vZdy v tzv. névy-
ludovacim smyslu, tj. ve smyslu prvniho z obou uvedenych pri-
kladli, tedy vyrok " g2 v q " znamensd "bul plati s nebo platd
Q, nebo plati fp i g, soulasné&". Vyrok " p vq " je tedy
pravdivy jen v t&ch p¥ipadech, kdy ascon jeden z vyrokd 7, q
je pravdivy. Tabulka, znézornujici pravdivostni hodnoty dis-

Jjunkce, bude mit proto tento tvar:



OO~~~
OO0~

Vyrok typu "jestliZe p , pak qQ ", ktery miZeme také vy-
Jéd¥it v rozvinuté Sim tvaru "jestliZe plati 4o , pak plati
Q ", nazyviéme implikaci a znatime f ==> q . Prvni &len
implikace (vyrok s ) se nazyvé predpoklad, druhy &len (vyrok
Q, ) tvrzeni (ve starsi literatufe se pouZivi ndzvdl antece-
dent, konsekvent). Nap¥iklad u vyroku

"JestliZe bude zitra pr&et, pak zistaneme doma"
Je vyrok "zitra bude pr8et" predpokladem, vyrok "zfstaneme do-
ma" tvrzenim. Implikace je nejdast&ji pouZivanou logickou spoj-
kou. Jeji dlleZitost je ddne tim, ¥e tato spojks charakterizu-
de tzv, logické vyplyvéni (logickou zdvislost); znamend to, Ze
Jakmile vyrok n =) g Je pravdivy, pax pravdivost vyroku p
zarulu je pravdivost vyroku Q, « Naprostd v&t&ina matematic-
kych v&t md formy implikace. Uvedme nékolik p¥ikladd:

1) jsou-li @, kladng &fisla, pak @ + & Jje kladné
é¢islo,

2) je=1li ABC pravouhly trojuhelnfk s odv&snami a,f
a preponou ¢ , pak c2‘= a3'+ 22 (Pythagorova véta),

3) JestliZe X, g  jsou kladnd &isla, pak Rog (x 4)=

= Rog x + Log oy .

V mstematickych textech byvé implikace vyjedfovéna 1



nékterymi jinymi ustélenymi slovnimi obraty. Vyrok
n ‘11’ _— qv "
byvéd cten téZ takto:
"z o4 vyplyvi q, " ,
" 4 implikuje q " ,

“ s Je postaluifc{ podminka pro @ " ,

" g Je nutnd podminks pro fo " (protoZe z f nutn& ply-
ne ¢q J.

Pokusme se nyni sestavit tabulku pravdivostnich hodnot
vircku " p ==> @ ". Vezméme opét ndé& priklad

"JestliZe bude zitra prdet, pak zlstaneme doma".
Tento vyrok konstatuje logickou zdvislost (podmindnost): bude-
1i zitra pr8et, je Jjisté, Ze zistaneme doms. Kdy bude tento
vyrok nepravdivy? Zrejm& jediné& tehdy, jestliZe zitra bude pr-
Set 2 my presto doma nezistaneme. Vrdtime-li se k obecnému
pripadu vyroku " s ==>9q, ", miZeme tedy ¥ici, Z%e tento vy-
rok bude necravdivy jedin& tehdy, jestliZe piPedpoklad s bude
pravdivy a tvrzeni @, uepravdivé, PFi vSech ostatnich pravdi-
vostnich hodnotdch vyrokt s, g  bude implikace " j =>q "

pravdivd., To znamend, Ze implikace Jje dina touto tabulkou:

P19|P=4
111
110
011
0]0

Povsimnéme si v tabulce Jjedné zsréZejici okolnosti: Jjest-

SL PN @D ) =N

liZe vyrok 4 Jje nepravdivy, pak vyrok " f == q " Jje prav-

divy bez ohledu na to, jakou pravdivostni hodnotu mé vyrok Q, -
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To byva Casto vyjedrovéno lapidérnim vyrokem: "Z nerravdy ply-
ne cokoli". Této okolnosti miZeme dft je&td& Jjinou formulaci:
Je-1li vyrok " p =) q, " pravdivy a virok s Je nepravdivy,
pak o pravdivosti vyroku @ nelze nic Pici. MiZeme to opét
ilustrovat na nafem prikladé., Tvrdime v ném, Ze bude-1li zitra
prset, pak zistaneme doma. Netvrdime vEak pFitom nic o tom,

co udéléme, jestliZe prdet nebude. JestliZe se tedy stane, Ze
zitra nebude pr8et, pak z daného vyroku nelze zjistit, zda do-
ma zlstaneme ¢i ne, protoZe ne tento p¥ipad se nafe tvrzeni

nevztahuje.

Posledni spojka, kterou probereme, je ekvivalence. Hraie

ve vyrokové logice asi takovou roli, jakou hraje rovnost v
aritmetice., Tak jako rovnost dvou éise! znamené, Ze tato &is-
la maji stejnou hodnotu, znamené ekvivalence dvou vyrokf, %Ze
tyto dva vyroky maji stejnou pravdivostni hodrotu, &ili Ze
jsou oba bud soutasné pravdivé, nebo soufasnd nepravdivé. Ek-
vivelenci vyrokd g ,q9  zapisujeme "pi(=Hq " a Steme " p
Je ekvivalentn{ q, " nebo (v matematickych textech) "p privd
kdy? g, ". NeiCasté&ji se ekvivalence vyskytuje v definicich.
KaZds definice mé totiZ tvar ekvivalence. Nap¥iklad:
“Trojthelnik Jje rovnoramenny prévé kdyZ dvé z jeho stran
ma ji stejncu délku"
(definice rovnoramenného trojdhelnika). V b&¥né Pedi se ekvi-
valence vyskytuje Pidleji a je obvykle vy adPovéna Jjinymi slov-
nimi obraty, napt.
"PGjdu tam, Jediné kdyZ tam pGjded ty."
Ekvivalence vyroki 4, Q , jak je patrno z uvedenych priklads,

Jje tedy pravdivd jediné tehdy, jsou-li oba soufasn& bud prav-
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divé, nebo nepravdivé a Je nepravdivd, JjestliZe jeden z vyrokl
1, g Je pravdivy a druhy nepravdivy; to vyjédc¥ime touto ta-

bulkou:

P4

O~~~

1
0
0
1

olo|l~|~]|o

Cviceni 1. Urcete, které z uvedenych spojek se vyskytuji
v nésledujicich v&téch.

1) Kerel s Viastou #li na fotbal,

2) Pojede-1li tramvaj normdlnd, budeme tam vdas,

3) Ten &lovék je bud bldzen nebo génius.

Pomoci uvedenych péti logickych spojek miZeme vystihnout
logickou strukturu prakticky vSech vét b&Zného Jjazy =z.
Mé&Jjme napriklad vétu

“Bude—lio-?ﬁkemﬁ;gxédhpﬁjdeme do kina nebo do divadla",
Slovo "bude-1i" uvozuje Jjisty predpoklad a naznaluje tedy im-
plikaci. MOZeme proto prepsat vEtu v téte formd&:

"Jestli%e o vikendu bude pr8et, pak pijdeme do kina nebo

do divadla".
Oznalime-1i vyrok "O vikendu bude prSet" symbolem . a vyrok
"Phjdeme do kina nebo do divadla" symbolem g, , mbZeme logic-

kou strukturu véty zachytit virazem
o

'ﬂ’=——_>9v .
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Zatimco vyrok p nelze uZ z hlediska vyrokové logiky rozloZit
na jednodus&i sloZky, mé zFejmé vyrck ¢q , ktery lze prepsat
ve tvaru
"pPhjdeme do kina nebo ptijdeme do divadla",
formu disjunkce s v b , kde symbolem s  Jje oznalen vyrok
"piideme do kina" a symbolem %  vyrok "pujdeme do divadla".
Logickou strukturu plvodni véty miZeme tedy vyjddrit vyrazem
p=>C(nvar).
Zde Jje nutné vyrok s v A dét do zévorky, aby tim bylo na-
znadero, %e cely tento vyrok je tvrzenim (konsekventem) impli-
kace. SteJjny vyrok bez zdvorek, tj. viraz
A =) K VP 9
by totiZ bylo moZno chépat jako vyrok
(p=>n) v r ,
tie
"PGjdeme do divadle nebo bude-li o vikendu prSet, pGjdeme
do kina",
ktery méd evidentné jiny vyznam neZ vyrok, z néhoZ Jjsme vyché-
zeli,
Jiny priklad: vétu
"Prijdu tam, Jediné kdyZ pPijdou i Jirka s Ivanem",
rozepiSeme~1i ji do ndézorné&id{ formy
"Prijdu tam prévé kdyZ prijde Jirka a prijde Ivan",
miZeme vystihnout vyrazem
p = (gAx) .

V podobnych p¥ikladech bychom mohli pokradevat,

Vyrazy tvaru pp=>(n v ), pe= (g AR, 1+ =((1Q)=n),

(pAQ)=>h, " (n v A ) apod. nazyvime vyrokovimi formu-



lemi nebo krédtce formulemi. Jde o vyroky, které jsou sloZeny z
urditého podtu jednoduchych vyrokd (ozn. pr,9,%,n» atd.) a
spojek 1, A, v,=> ,{(==> . Ne kaidé z moZnych spojeni téch-
to symbold je v8ak vyrokovou formuli; nso¥iklad vyrazy
fo==> " )

(pv)Aar ,
nejsou formulemi. Jsou toti% utvoleny nespriwme a z logického
hlediska zcela nesmyslné. Prvni z nich ¥ikd, Ze z platnosti
vyroku q plyne nepravdivost, neni v3ak Tredeno, c¢eho. Podobné
ve druhém vyrazu chybi pravy ¢len disjunkce. Aby se dalo pres-
né rozlidit, co je a co neni vyrokovou formuli, zavddi se na-

sledujici definice:

Definice wv¥rokové formule:

1) KaZdy Jjednoduchy vyrok (tj. f,Q,% atd.) je vyroko-
vé formule,

2) jsou-li A,B vyrokové formule, pak

-1A ,
Av B R
AAB )

A =5 B 9
A= B ,

jsou vyrokové formule,

3) neexistujf vyrokové formule, které by byly utvoteny
Jjinak, neZ jak Jje uvedeno v 1), 2), tj. kaZdd vyrokovéd formu-
le je bud jednoduchy vyrok nebo negace vyrokové formule nebo
vznikne spojenim dvou vyrokovych formulf néktercu ze spojek

V,A,$>,<=> v
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Na zékladé této definice miZeme nyni ovérit, prol napt.

vyraz
fhi=> (g Ar)
je vyrokovou formuli (krétce: formuli),
kdeZto vyraz
£ => "

31 neni. Podle bodu 1) definice jsou #f,q , nx formule. Po-
tom podle bodu 2) je q A x formule a jelikoZ nyni kazdy z
virazd n, @ A n je formule, je op&t podle 2) vyraz
fré=> (g Anr) formule.
Kayby v¥raz p ==> -1 byl formuli, musel by podle bodu
3) byt bud jednoduchym vyrokem, co¥ neni pravda, nebo negaci
vyrokové formule, coZ také neni pravda, nebot na zalétku toho-
to vyrazu nestoji symbol negace, nebo by musel vzniknout ze

dvou vyrokovych formuli spojenim nékterou ze spcjek v , A,

=) , <==> . N48 vyraz mé formu implikace, proto by ob& Jje-
Jji désti, tie # a =1 , musely byt formulemi. Vyraz " s "
je sice formuli, avZak vyraz " = " nikoli, nebol samostatng
stojici symbol mfZ%e byt podle 1) formuli jedin& tehdy, Jje-%i
to symbol vyroku., Proto vyraz Jo ==) 71 neni formule.

Cvileni 2. Zapifte symbolicky logickou strukturu nésle-
dujicich scuvéti.

1) Neni-1i pravda, Ze Karel a Josef Jjsou posluchadi 3.
ro’niku, pak aspon jeden z nich neni posluchadem 3. rodéniku,

2) zitra bude zataZeno a JjestliZe se neochladi, zalne
prdet.

Cvideni 3. Zjist&te, zda ndsledujici vyrazy Jjsou &i ne-

Jeou vyrokovymi formulemi.



1) =g = (1)), 2) (png) = C(pvg),
3 (Av)=(pAqg), 4 (a(p))=>q9 ,
5) hqg =>nr .

VEechny vyrokové formule je moZno rozd&lit do dvou sku-

pin. Povd3imnéme si téchto dvou formuli:
h=>{(Lvsr),

pAg)l=(rveg) .
Pravdivost prvni 2z nich je z&vislé na tom, Jjskou pravdivost-
ni hodnotu ma i vyroky p,x, s . Jsou-1li viroky p,xm, A prav-
divé, Jje i virok o = (L v A) pravdivy. Je=1li viak vy-
rok g, pravdivy, kdeZto vyroky x, A nepravdivé, Je vyrok
n ==> (v A) nevravdivy. Naproti tomu se ukazuje, Ze vyrok
(fo A Q)= (£ vq) je pravdivy vidy a za vSech okolnosti,
at jsou 4,9  Jakékoliv vyroky s Jakymikoliv pravdivostnimi
hodnotami. Snadno to nahlédneme, uvédomime-1li si, %e tento vy~
rok tvrdi v podstaté trividlni fairt, Ze plati-~li soulasné 4o
a q , plati i néktery z vyroki f, q (coZ je oviem pravda,
nebot plati dokonce oba). Rozdfl mezi ob&ma uvederymi vyroko-
vymi formulemi miZeme vystihnout slovy, Ze pravdivost prvni z
nich zédvis{i na kontextu, kKeZto pravdivost druhé je na ném zce-
la nezévislé,

Predmé&ten vyrokové logiky Jje pravé studium vyrokovych
formuli druhého typu, tedy formuli, které predstavuji vyroky,
JeZ Jsou vZdy pravdivé nezdvisle na pravdivostnich hodnotéch
virokl, z nichZ Jsou sloZeny. Tyto vZeobecrné& platné formule
jsou vzhledem k univers:lnosti svého pouZiti Jjakymisi normami
sprévného ( logického) usuzovédni a Jsou Casto nazyvény logic=-

kymi zékony. Uvedme jedté ndkteré z nich:
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v (Ap)
(kazdy vyrok je bul pravdivy, nebo nepravdivy)
AlpAlCn))
(nemiiZe se stit, Ze by n&Jjaky vyrok soudasné platil a nepla=-
til)
Al AQ == ((an)v(ag))
(neplati-li vyroky #,q  soutasné, pak aspon jeden z nich
neplati)
(pAg)=>(gnrs)
(plati-1i p a g ,pak plati i @ a n )
(T p))e=n

(dvoji negaci se pravdivost vyroku nem&ni)
atd.

Zamyslime-1i se nad uvedenymi logickymi zékony, dojdeme
k zavéru, Ze jsou vlastné pouhym formdlnim vyjéd¥enim princi=-
pl, JimiZ se P{dime p¥i svém usuzovinl v bé&Zném Zivotd. Uvede-
né priklady jsou ovSem dosti jednoduché. T&Zke bychom na prv-
ni pohled mohli rozhodnout, zda formule

(= (Anrvard)e (LhAr)=1n)
Je logickym zdkonem. Vzniks proto p¥irozenéd otdzka, zda exis-
tuje n&jaky zplsob, ktery by ndm umoZnil ¢ ka?dé formuli roz-
hodnout, zda je logickym zdkonem (tj. zda je vSeobecn& platnd),
¢i nikoliv. Takové metoda, navic velmi jednoduchd, skutednd
existuje a je nazyvéna tabulkovou metodou, protoZe vyuZivé ta-
bulek pravdivostnich hodnot logickych spojek, které jsme uved-

1i vySe.

Jejl zékladni my3lenka je velmi jednoduchd. Rekli jeme,

Ze logiciymi zdkony rozumime talové formule, kterd jsou vidy
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pravdivé, atl je pravdivost vyrokl, z nichZ se sklddaji, jakd-
koliv. K tomu, gbychom mohli ¥ici, Ze dand formule je logic-
kym zdkonem, stali proto ukédzat (ov&¥it), Ze pri libovolném
dosazeni nul a jédniéek (tj. pravdivostnich hodnot) za Jednro-
duché vyroky, z nichZ je formule sloZena, mé vidy celd& formu-
le pravdivostni hodnotu 4 .

Ovérime uvedenym zptsobem, Ze formule

nviap)

je logickym zdkonem. Vyrok f2 miZe byt bud pravdivy, nebo ne-
pravdivy, méme tedy dvé moZnosti: 1) hodnota s Jje 1 : pak
(podle v¢&euvedené tabulky pro negaci) hodnota =1p Jje 0 =
podle tabulky pro disjunkei (2. Pddek,tedy prvni &len disjunk-
ce m4 hodnotu 4 a druhy hodnotu 0 ) hodnota vyroku
v ip) je 1 ; 2) hodnota s Jje O : pak hodnota
i je 1 g podle tabulky pro disjunkei (3. ¥4dek) hodno-
ta pviap) je 1 .
Nage Uvahy zachytime prehledné ve formé tabulky, v niZ kazdy

z obou uvedenych krokt je zachycen v samostatném radku:

P |TP|PV(—P)

110 1
011 1

Jak vidime, je hodrota viroku f v (1) vidy 4 , at je

poiitelni pravdivostni hodnota vyroku s Jjakdkoliv, takie vy-

rok p v (1 ) je logickym zékonem.

Cvifeni 4. Ov&rte tabulkovou metcdou, Ze formule
AlpAaCanr)) (e £, (p=D"1p)= 14 jsou

logicliymi zékony.
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Obsahuje-1i vyrokové formule dv& proménné (napi. 4, g, ),
bude tabulka trochu v&tdi, protoZe, jak vime, existuji celkem
&ty¥i moZné kombinace pravdivostnich hodnot téchto proménnych.
Dejme tomu, ¥e bychom mé&li ovérit, Ze formule

(pAag)= (£vag)

je logickym zékonem. lMusime probrat vEechny &ty¥i moZnosti.
Prvri z nich je, ¥e oba vyroky s ,q  maji (pravdivostni)
hodnotu 4 . Pak (podle tabulky pro konjunkci, 1. Yidek) méd
n AQ hodnotu 4 , podobnd podle 1. Padku tabulky pro
disjunkci mé po v g  hodnotu 4 , tedy antecedent 1 konsek-
vent maji hoénotu 4 , tak¥e podle tabulky pro implikaci mé
(A Q) =>(f vq) hodnotu 4 . V praxi ovSem postupujeme
tak, ¥e neproviédime tyto uvahy verbdlné, ale zapisujeme pIi-
sludné hodncty rovnou do tabulky. Celéd tabulka pro nadi for-

muli pak vypadd takto:

p|alpaalpvaleag=pva)
1111 11 1 1
1101 O | 1 1
O|11 0 [ 1 1
0|0 0|0 1

Protofe posledni sloupec tabulky je sloZen ze samych jed-

nitek, je uvedend formule logickym zdkonem; kdyby se aspon

na jedrom mistd posledniho sloupce objevila nula, nebyl by

vyrok vdeobecn& platny & tudiZ by logickym zdkonem nemohl byt.
Uvedeme jedtd tabulky dvou jinych logickych zékoni

(f}, —-—'TQQ_’)G-—-—_-—-# (("'! CL) 2 ("] {L)) 2
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(nlpAg)e= ((aplv(ag)) .
—q|-p [p=q (9= PP g9 =)
0 1 1

Ol e

p
1 1
1 1 O O 1
0{1]0 1 1 1
0 1 1 1 1

p | a [pPAa|-PAgf=p|—a|Prv )P ARV (- T)
11111 O |00 O 1
1101 O 1 {011 1 1
01110 17 {110 1 1
O(0f O 17 1111 1 1

Prvni z téchto zdkond Je jednim z ne /ddlezité&jSich logickych

zdkond vibec. Rikd se mu n&kdy "zékon obriéceni implikace". Md-
me~1li vyrok "p =>q ", napr.

"JestliZe prsSi, pak Je nizky tlak",
pek implikace " ¢ ==>.n " (obrécend implikace) obecn¥& neni
pravdivé, Skuteéné vyrok

"JestliZe Jje nizky tlak, pax prsi"
neni pravdivy, protoZe ne vidy pPfi nizkém tlaku musi prset.
Zédkon obrdceni implikace v8ak tvrdi, Ze z pravdivé implikace
"o =q " destaneme pravdivou implikaci, jestliZe tute im-
plikaci obrétime a navic oba je i &leny znegujeme (tedy
Q=) T4 ). V nadem p¥ipadd tak dostaneme vyrok

"JestliZe neni nizky tlak, pak necrsi,"

Abychom odivodnili Jjeho platnost, usuzujeme takto: Predpoklé-

dejme, Ze neni nizky tlak, a méme dokdzat, Ze pak neprdi. Za
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predpokladu, %e neni nizky tlak, jsou dvd mo¥nosti:l) prii,
2) nepr&i. Kdyby platila prvni mo¥nost (prsf), pak z nadf pl-
vodrni implikace "JestliZe prdi, pak je nizky tlak" bychom u=
soudili, Ze je nizky tlak. Tim jsme z predpokladu, Ze neni
nizky tlek, odvodili, Ze je nizky tlak, coZ ovSem neni moiZné,
Proto moZnost 1) nemi%e nastat, jelikoZ vede k logickému spo-
ru, takZe nastdvd moZnost 2). Tim jsme ukdzali, ¥e z predpo-
k¥ladu "neni nizky tlal® plyne tvrzerni "nepr&i" (moZnost 2)),
¢ili Jeme dokézali platnost implikace
"JestliZe neni nizky tlak, pak neprsi."
Zékon
(5 pAagNe= (ap)v (ag))

se d& vyjédrit slovy

Hh

"Yici, Ze vyroky 4, 9 neplati soulasn& je totéZ jako

fci, Ze neplati aspon jeden z nich".

(14

Napriklad miste vyroku

"Neni pravda, Ze tam $1i oba rodide"
(ti. "Neni pravda, Ze tam &la matka a Zel tam otec")
miZeme Fici totéZ slovy

"Bud tam nedla metka nebo tam nefel otec",
coZ mi%eme ¥ici cbvykleisi formou

"Aspon jeden z rodidd tam neSel".

Cvicerd 5. Cv&ite tabulkovou metodou, zda ndsledujfici for-
mule jsou logickymi zékony. Pokuste se predem odhadnout vysle-
dek.

D p=>(@g=n),2) (parlap)) = q, (viz po-
znémku za tabulkou implikace), 3) (o ==> @) v (g =>£) ,
4) (vg) = |, 5) (nlp Vi))(—*—")’(("l/fb)/\(“li)),‘
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6) (h = Q)= (M (pAlag)) .

Na zavdr tohoto oddflu uvedeme je3t& soupis nejlastéji
pouZivanych logickych zdékond. Poddvéme u nich struéné objasné-
ni.

= (1 p)
(viz vyge),
o => (1 p)) = (A p)
(plyne-1i z vyroku s Jjeho negace, je vyrok f nepravadivy),
(p AQ) =>pf
(plati-1i o a ¢ soulasné, pak plati £ ),
o A Q)= q,
(podobné&) ,
(h AQlc=> (g Ap)
{"komutativnost konjunkce") ,
rn =>(pvag)
(plati-1i 4 , plati jistd aspoh jeden z vyroki f,q )
qQ = (pvg)
(podobng&),
({ngﬂ&-—-—-)(%vp)
("komutativrost disjunkce"),
(p AN ((Tn)ving))
(viz vyse),
(" vgNi= ((p) A 9))
(nerf-1i pravda, ¥e plati aspon jeder z vyroki 42,¢q , pak
neplati ¥4dny z nich, a naopak),
fr =>

(ka¥dé tvrzeni implikuje sebe sama),



((p =>9)A(g=>1)) =>(p =>xr)
(jestliZe z fo plyne @ a2z q plyne o , pak z o plyne

o),

(= ¢ N (pAlag))
(implikace je nepravdivd prdvé kdy% pleti 4 a neplati ¢ ),

(h =>9 )= ((11q) = (7p))

(viz vyge),
(n =>9)vig=n)

(bud z o vyslyvé Q mnebo z @ vyplyvd 4 ),
(== 9 )<=> ((n =>QIA (g => )
( o Je ekvivalentni q prévé kdyZ z 4 oplyne q a z gQ
plyne p ; tak se obvykle dokeszuje ekvivelence v matematice),
W=
(M= ) = (= )

((pé=> gIA(ge=> 1)) = (== 1)
(pFipomente si, co bylo Pedeno o analogii ekvivalence s rov-

nosti a srovnejte tyto zdkony s t&mite vlastnostmi rovnosti:
a = a 3 JestliZe a = &  pak & = a ; jestliZe @ =
=&, &=c,pak a=c ),
(pvigAaa)) = (pvye)Aalpvar))
(pAlgyv )l (nAagdvipAanr))
(u poslednich dvou formulf si povZimn&te analogie se vzorcem
C!;.Cf)"-i-c):a/.ze?’-{-aa.c )"

(p=(g=n))¢=> U pAq)=>nxr)

(tzv. véta o dedukci, md znadné pouZiti v axiomaticky budované

vyrokové logice) .



2. Predikétove legika

Zékladnim pojmem, s nimZ jsme operovali v p¥edchozim od-
dilu, byl pojem vyrocku. Byl definovén jako tvrzeni, které Je
bud pravdivé, nebo necravdivé. V matemetice (& také v jinych
forméln& vybudovanych teorifch) se vSak Casto setkévéme s vy-
razy typu

"Cbrazec P je trojdhelnik" ,

" X je vét®i nez 1 " ,

"Obdélnik 0 Jje &tverec" ,
které z uvedeného hlediska neisou vyroky. NembZeme Jjim totiZ
priradit urdéitou pravdivostni hodnotu, protoZe v kazdém z nich
se vyskytuje symbol (zvany promdnnd) urdéitého predm&tu, ktery
neni bliZe uveden a dokud tento pifedmét nezndme, je pravdivost
vyrazu neurditd. V8echny tyto vyrazy maji v8ak tuto vlastnost:
jakmile za symbol P dosadime konkrétn{ obrazec, za x kon-
krétni &islo, za O konkrétni obdélnik, stanou se z nich
smysluplnéd tvrzeni, tedy vyroky. Napfiklad, dosadime-1li do
druhého vyrazu za X Jjednou 0 a podruhé 3, dostévime
viroky " 0 Je v&t3f{ neZ 4 " (nepravdivy), " 3 je vétdi neZ
4 " (pravdivy). V3imn&me si, %e za P,x, 0 nemtZeme do-
sazovat libovolné piedméty, ale jen predméty z uréitého okru-
hu pfedmétd, v némZ mé vyraz smysl, Tak napPiklad se ve vyra-
zu "X Je vdt31 neZ 4 " prom&nnd x wmusi pohybovat zIejmé
v okruhu Zisel, nebol kdybychom za X dosadili nap®. slovo
"d&m", dostali bychom nesmyslné tvrzeni "dfm je vE&tZ{ neZ 4 ",

o jehoZ pravdivosti &i nepravdivosti se ned’ uvaZovat a které
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tudiZ neni vyrokem. Takovy okruh pifedmé&tl, které po dosazeni
za proménnou ddvaji smysluplny vyraz (tedy vyrok), nagyviéme
oborem této promenné.

Vyrazy tohoto typu,tj v&ty,v nichiZ se vyskytuje jedna ne-
bo vice promé&nnych, z nich¥ ka%¥dd md svij vlastini obor tako-

vy, Ze pc dosazeni pPfedmétld z téchto obord za p¥isludné pro-

m&nné dostdvime vidy vyrok, nazyvime vyrokovymi formgmi nebo

predikéty. Priklady vice-mistnych predikdti:

" x Jje star3f ne¥ g " , " x znd 4"
{oborem proménnych x, 4  Jsou 1idé) ,

" a,X,e¢ Jsou strany trojthelnfka P "
(oborem prom&nnych a,d, ¢ Jjsou viechny usedéky, oborem pro-
m&nné P Jjsou vechny trojdhelniky) .

Podobn& jako Jsme vyroky znalili symboly f,q,n atd.,
budeme predikdty znadit symboly p (Xx),q(x,4), 2 (a, &)
atd., kde v zavorce Jsou vidy uvedeny proménné, které se v

prisluném predikétu vyskytuji.

Jaek jsme vidéli, mGZeme z predikdtu vytvorit vyrok tim,
Ze za viechny proménné dosadime n¥jarxé predmdty z jejich obo-
ri. MiZeme jej vdak vytvorit i jinymi zplsoby, které Jjsou pro
predikdtovou logiku charakteristické.
I&jme predikdét 4 (x) a utvorme z n&j tyto vyrazy:

"Pro ka%dé x plati n (x) ",

"rxistuje X tak, Ze plati p(x) .
V t&chto vyrazech jiZ neri nic neurditého. Jisté bud pro kai-
dé x predikét mn (X) plati nebe p (x) pro ndkteré X
neplati a podobnd bud existuje x , kterd spliuje predikst

o (X) nebo takové x neexistuje, avBak to znamend, Ze
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ke#dé z tvrzeri "pro kaZdé x plati p(x) ", "existuje X
tak, %e plati f (x) " je bud pravdivé nebo neoravdivé a te-
dy kaZdy z téchto vyrazl je wvyrokem. Tim, Ze Jjsme predikdtu
q (x) prediadili slova "pro kaZdé X " resp. "existuje x ",

o

vytvoPili Jjsme z n&j dva vyroky: obecny a existendéni. Napii-

klad u predikdtu " X Jje v&t3fi neZ 41 " to budou vyroky

"Kazdé X Jje v&tEL nei 4 " (nepravdivy),

"Existuje x , které je vdt3f ne 4 "  (pravdivy).
Virok "pro kaZdé X plati . (x) " znadime (Yx)p(x), virok
"existuje X , pro které plati p (x) " znalime (3Ix)p (x).

Symbol VY resp., 3 nazyvime velkym resp. malym kventifikd-

g ”

torem (jsou to pievricens pismenz A, E |, zaditedni pismena
némeckych slov allgemein, existiert - vZeobecny, existuje).
Virazem (3x) n (x) ninime vidy, ¥e existuje aspon jedno
X 5 splnujict s (x) , avdak nevylulujeme, ¥e takovych X
miZe byt vice.
Obsshuje~1i predikdt vice proménnych, pa% k tomu, abychon
z n&j utvorili v¥rok, je nutné pPedfadit mu kvantifikdétory
pres vd8echny promé&nné, které se v ném vyskytuji. Vezmdme nap¥.
predikdt p (x, 4) , ktery znemend " x znd g ". Potom vyraz
(Vx) £ (x,n) neni je3t& vyrokem, Jje to toti¥ vyraz
"KaZdy znd o4 " ,
coZz Jje stdle je3t& predikét s proménnou ny .+ AvSak vyraz
(Vx)(3y)n (X,4), ktery znamend
"Ke kazdému X existuje 4 ‘tak, Ze X znd g " ,
Je
"Hazdy nézoho zna" ,
uZz Jje vyrokemn, Riznymi kombinacemi velkych a malych kvantifi-

1

Fikdtord dostivéme ze stejného predikdtu rézné viroky. V



- 25 =

nafen pripadd méme tdchto osm moZnosti:

(Vx) (Yy) (X i, ) "ka¥dy znéd kaZddho",
(¥x) (3gy) (x wma 4) "ka¥dy nélroho znd" |
(Ix) (Vy) (x 2na ) "existuje ndkdo, kdo znd

kaZdsho" ,

(Ix)(Ty) (x b %) wexistuif dva, ktelf se
zna ji" ,

(Vag) (V) (x e 1) "ka¥dy 2zné kaZdého",

(V) (X)) (x 2ma ) "ra¥dého né&kdo znd",

(Hng.)(b’.x) (x 2xna 4) "existuje n&kdo, koho 2znd
xazdy" ,

(Ig)(IxX) (x 2ma 4 ) "existuji dva, ktePi se
znaii" ,

Cviteri 6. Provedte toté¥ pro predikét " x obdivuje g ".

7 uvedeného priklad: je zPejmé, Ze zménou poradi nékte-
rych kvantifikdtort mfZeme zm¥nit smysl vyroku. Je vidét, Ze
viroky (¥Yx)(3a)n (X,4), (3y) (V) p (x,4) nemaji stejny
smysl: JjestliZe ke%dy n&koho znd, mi%e to stéle je&t& zname-
nat, %e r&zni 1idé znaji rizné 1idi a nemusi z toho plynout,
Ye existuje n&ékdo, koho znaji vSichni. Naopek v8ak plati, Ze
existuje-1i n&+do, koho zn2ji v3ichni, pak zarulené kaZdy né-
koho zné (prinejmen3im toho, koho zné kaidy). Plati tedy im-
plikace

(A V) p (X, m)) = (V) (Ty)p (x,4)) ,

kde¥to opadnd implikace platit nemusf. Je proto nutné, Jsou-
1i kvantifikdtory ve vyrazu rizné, ddvat pozor na jejich po-

¥adf. Tato potiZ nevznikd, Jjsou-li vS8echny kvantifikdtory
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ste’né, nebol, jek je patrné z nasfeho pHfkladu, vyroky

(Yx) (V) o (X y4) a (Yy)Vx)p (x,4) Jsou stejné (ekviva-
lentni) a totéZ plati pro vyroky (3x)(Iy)pn (X,4) a
(A)(3x)p (X, %) .

Véimnéme si, Ze ve vyrazech VW, Jdx mdme vyznalenou
pouze prom&nnou, nikoliv jeii cbor. Presto vSak dasto obor by-
vé v obecném a existeninim vyroku uveden, a to zplsobem, ktery
se nejlépe objasni z ndsledujiciho pP¥ikladu. listo vyrokd

"KaZdé X Jje v&tZfineZ 4 ", ti. (Vx)(x>1)

"Existuje X , které Je v&tdfi neZ 4 " , ti. (Ix)(x=>1),

v nichZ obor proménné X neni uveden, m@feme pouZit ekviva-

lentriho vyjéd¥eni v tomto tvaru: "kaZdé X , které je &islenm,
je vEt&1 neZ 4 " , "existuje X , které je dislo a je v&td{
nez 41 " , tj.
"Pro kaZ%dé X , je-li x ¢&islo, pak x > 4 " |
"Existuje x takové, Ze X Jje ¢fslc s x > 1 ",

coZ v  symbolickém zdpisu zni
(VXY (x 4o Slo =>x > 1)
(IxY((x 3 Enlo) A (x=>1)) .
Zde je podstatné, Ze za velkym kvantifikdtorem nésleduje
implikace, kdeZto za malym ndsleduje konjunkce. Byv4 tomu tak

L]

ve v&t8iné podobnych pPipaal

et

*

Negace obecného a existeniniho tvrzeni .velkého & malého
&

kvantifikdtoru), ad jde v podstaté o jednoduchy problém, bjvé
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tasto chépdna Spatné& a mnohdy vede k nespriavnym udsudkim, L&jme
urdéity predikét a (x) 3 virok (¥Yx)p (x) tvrdi, Ze pro
ka%zdé x Je virok nlx) pravdivy. Co znamend negace tohoto
vyroku? Negece tvrdi, Ze neni pravda, Ze pro vSechna X Jje vy-
rok  n (x) opravdivy, to znamens, Ze existuje takové x , pro
nd% vyrok f (x) Je nepravdivy. Naopak, existuje-li (aspon
jedno) x takové, Ze vyrok f (x) je nepravdivy, pak neni
pravda, Ze by f (x) bylo pravdivé pro wvSechna x . Vysle-
dek zapifeme symbolicky takto:
(2 (VX)) px)) = (3x)(an(x)) .
Chceme~-1i negovat existenéni vyrok (3x)n (x) , ktery rik&,
e existuje aspon jedno X , pro které vyrok f (x) je prav-
divy, stadi si uvédomit, Ze Jjeho negace tvrdi, Ze neexistuje
74dné takové x , t . Ze pro ka’dé x Jje vyrok f(x) ne-
pravdivy, takZe Jjeho negace =1 f (X) je pravdivé; a naopak.
Tim dostévéme vzorec
(A (X)) plxN = (VX)) (1 Hpx)) .

Oba vysledky miZeme shrnout takto: negaci obecného (existend-
niho) vyroku je existenéni (obecny) vyrok s negovanym prediké-
tem. Podle toho negaci tvrzeni

"V8ichni 1idé jsou cernovlasi®

"Existugje Clovék, ktery Jje prorokem ve své viasti" ,
Jsou tvrzeni

"Existuje Cloveék, ktery neni lernovlasy" ,

"Pro keZdého Zlovéka plati, Ze neni prorokem ve své

vlasti",
kter’ mlZeme podat v cobvykled&i formulaci :

"Nékteri 1idé nejsou Cerncvlasi”,

"74dny &lov&k neni prorokem ve své vlasti"



Tak Jalko jsme uvedli v 1, oddilu definici vyrokové formu-
le, mohli bychom nyni uvést definici predikétové formule. Li31
se od definice vyrokové formule tim, Ze kromé& logickych spojek
se k vytvé¥eni novych formuli z formull jiZ danych miZe pouZit
i predfazeni velkého nebo malého kvantifikdtoru pred formuli.
Nebudeme v3ak presnou definici uviddt, nebol vice ne’ tato de-
finice nés nyni zajimé otdzka zdkonl predikdtové logiky.

Logickym zfkonem, neboli zdkonem vyrokové logiky, jsme Vv
predchizejicim ocdilv nazvali kaZdou vyrokovou formuli, ktersé
byla pravdivéd nezévisle na pravdivostnich hodnotéch vyrokd, z
nich% byla sloZena. To miZeme Ifci také tak, Ze tato formule

fistane pravdivé pPi libovolném dosazeni konkrétnich vyrokl 2za
jednotlivé symboly vyrokd v této formuli. Tohoto zplsobu pou-
Yijeme k vymezeni pojmu zdékona predikdtové logiky. Budeme Jjim
rozumdt takovou predikdétovou formuli, kterd zlstane pravdivi

pPi libovolném dosazeni konkrétnich predikdti za symboly pre-

jor

ikétd, které se v ni vyskytuii (musime pouze dbédt na to, aby
dosazovany predikit m&l ste’/ny pofet proménnych jako plvodni
symbolicky predikédt).

&

Zékony predikdtové logiky Jsou nap¥. tyto formule:
(V) n(x)) = (X)L (X)) ,

(V) (x) => g (x))) A ((Vx) (g (x) = #(x)))) =
=> (¥x) (p (x) = n(x)) ,

(= (33 (p (X)) A g (x)) = (V) (p(x) =>(19(x))) .

P¥{klady na tyto tri zdkony:

P

"Jestlife ka¥dy student skléds zkously, pak existuje stu-

s

dent, ktery sklédd zkoudky"

w

"JestliZe kaZdy &lovdk Je savec a kaZdy savec Je smrtelny,
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pak kaZdy ¢lovEk Je smrtelny" ,

"Clov&k, ktery by byl zéroven dobrym Sachistou i dobrym

vzpéralem neexistuje priévé kdyiZ kaidy &lovék, ktery Je

dobrym Zachistou, neni dobrym vzpéralem" .

Naskyté se nyni otézka, zda je moZné 2z tvaru predikdtové
formule poznat, zda tato formule je nebo neni zdkonem predilké-

vy

tové logiky. Cdpovéd na tuto otdzku je zdpornd, Jjak dokdzal
americky logik A. Church r. 1936. Z jeho vysled:u plyne, Ze
neexistuje cbecnd metoda, anzlogickd napi. tabulkové metodd ve
vyrokové logice, jef by umo¥hovala o kaZdé predikétové formuli
rozhodnout, zda je nebo neni zdkonem predikdétové logiky. Pokud
nechceme pouZit axiomaticky vybudované predikdtové logiky, mu-

sime se tedy pPi takovém rozhodovéni ¥{dit pouhym "zdravim ro-

zumem" o

Historicksd pozndmks. Prvé poddtky virokové logiky lze na-

Jit ve spisech stoicltych filosofd (Filon 2z Megary aj,). Jeiich
ailo vdak bylo jedt& ve starovéku zastin&no vdhlasem Aristote-
lova &tyrdilného spisu "Organon", v némZ byl vyloZen uceleny
systém n&kterych typd obecnych a existeninich vyrokd, zvanych
sylogismy. Aristotelovo dflo se stalo zdkladem st¥edov&ké scho-
lastické logiky, kterd vrcholi v dflech W. Cccama (1290 - 1349)
a D. Scota (1270 - 1308). S vyjimkou G.W. Leibnize (1646 -
1716) se novov&ka racionalistickd 2 empirickd filoscfie omezi-
la pouze na kritiku scholastiky a do samotné oblasti logiky
nevnesla nic podstatné nového. Renesance logiky zaling teprve

v 19. stol. v dilech G. Boolea (1815 - 1910) a G. Fregeho

(1848 - 1925). Foprvé se nové logika ve své nyndj¥{ podobd
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objevila v dnes Ji¥% klasiclém dfle A.N. Whitehesda (1861 -
1947) a B. Russella (1872 - 1970) "Principia Lathematica"

(Cambridge 1910-13).



3. M¥noZiny

o+ ] #

Pojiem mno¥iny Jje zdékladnim pojmem moderni matematiky; 2z
toho vyplyvé i Jjeho cbecnost. knoZinou rozumime libovolny sou-

wr

bor (n&kdy té¥ ¥ikdme t¥{du, souhrn apod.) predmétl, ktery je
presnd vymezeny v tom smyslu, Ze ¢ kaidém predmétu vime, zda
do dané mnoZiny pat¥i nebc nepat¥i. Pritom pledméty, 2z nichZ
se mneZina skldd4d, mohou byt rozmanité a nemusi mit ZZdné spo-
ledné vlastnosti. Uvedeme nékolik pF¥ikladd mnoZin:

1) mno%ina viech obéan® Teskoslovenska, stardich 18 let,

2) mnoZina viech malych pilsmen latinské abecedy,

-l

3) mnoZ¥ina t&ch uliteld Kasrlevy university, ktePf maji

titul kan

Cu
(lu
[
r!.
0]

véd,

498

1

N

v,

4) wno¥ina sesté lovika, ¢isla 2 a zrnks

<4
]
'__.‘\
o
H\
[
T
o
]
w

pisku.

InoZiny vytvétime nékolike zpiscby, z nich? nejdfileZitd)-
51 jsou tytc dva:

g) Vyimenovéni vZech prvk® nmnoZiny. Tohoto zplsobu jsme
pouZili v p¥ikledu 4) a v rodstat® i v p¥ikladu 2). MnoZinu
takto vytvofencu zapisujeme tak, Ze do sloZenych zdvorek vy-

L4

pifeme viechny .rviy dané mnoZiny a oddélime je navzdjem Cér-

e

o Nap¥, zépis mnecZiny z prikladu 4) by zndl

.,
A
()

am
{ pan Novdk, 2, zrnko pisku ¥.

b) Shrnutim vEech prvkd urdité vliestnosti do jedné mno-
Yiny (p¥iklady 1), 3)). Zée byvé din urlity Jednomistny pre-
dikét, nap¥. " X Jje oblan Ceskoslovensia, starsi 18 let" a
pFisluind mno¥ina sestdvy ze viech predmétl, pro které je ten-
tc predikét pravdivy. MnoZinu takto vytvofenou pomoci predi-

Kétu g (x) zapisujeme {x!p (X1} a Eteme "wnoZina téch
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x , pro kteréd fp(x) ", napi. "mnoZina téch x , pro kterd

je x obdanem Ceskoslovenska, starsim 18 let ",

Pat¥i{-1i predudt x do mnoZiny A , zapisujeme to vyra-
zem " X € A " a Steme " Xx Je prvkem mnoZiny A " nebo " X
e elementem A ", n¥kdy " x patfi do A ". Dv€ mnoZiny A ,
B Jsou si rovné (tj. A=B ) privé kdyZ sestdvali obé ze
steinjch prvkd, ti. kdy% kazdy prvek, ktery pat¥{ do A , pat-
¥{ taré do B & ka¥dy prvek, ktery pat¥i do B , pat¥i do
A . Nap¥iklad wnoZiny
A=44,2,3%
B=43,2,13

isou si rovné, proto¥e sestivalil z tychi prvki, Laproti tomu

mnoZiny

A = ‘(a, 1@,0;
B = { a, ﬂl", ol?
si nejsou rovny, protcZe prvek ¢ , ktery pat¥i do A , nepat-

¥{ do B a prvek o , pet¥ici do B , nepatfi do A .

etli¥e ka¥dy prvek mno¥iny A pet¥{ do mnoZiny B ,

istjeme Ac B =

[atd

Pikdme, e A Je pcdmnoZino R , coi za]

i

Xteme " A Je 8sti B " nebo " A Jje pcdmnoZinou B M. Tuto
slovni definici miZeme formélné prepsat takto:

(AcB) = (¥x)(xe A==)Xx e B)

( AeB rprive xdy? kefdé X , kterd patif do A , pat¥i do

A=4a, &3
B 1 '(.Q,,.Q",Gg ]

pak xazdy prvek mnciZiny A (ti. prvky a,& ) patii



mnoZiny B ,takie A c B ., Nenf oviem B c A , protoZe prvek
¢ nepat¥f dc A ,Vidime tedy, ¥e Je-1li A € B , nemusi byt

BcA. Plati~1i visk Ac B i Bc A , jsou si mnoZiny

A, B rovné, nebot v tom p¥ipadé kaZdf prvek A pat¥{ do B
g kaZdy prvek B pat¥{ do A .To miZeme vystihnout timto zs-

(AcBABc A) = (A=B)

(Jak BcA, tak Ac B jsou viroky, tek¥fe znaménko konjiunk-
ce je opodstatn&né).

Zndzornime-1i mnoZiny A, B  ve form& kruhf, psx skutel-
nost, e A e podmnoZinou B , znacend, Ze kaZdy bed kruhu

A lezi v kruhu B , takZfe cely krunh A le¥i v B .
3 Y

JestliZe by v&ak kruhy A, B byly v tétc poloze:

pek by neplatilo ani Ac B, ani Bec A .
Symbol " © " se nazyvé inkluze. 1E 131 zdkladni vliast-

nosti:



1) pro ka¥dou mnoZinu A je Ac A
2) je-1i AcB =2 Bc A, par A=B
3) Je=li AcB & Bel, pek AcC .
Prvni z té&chto vlastnosti je trividlni, tvrdl totiZ, Ze je-li

x e A, pak xe A . Druhou jsme ji¥ uvedli vyZe.

Cvifeni 7. 1) Cdivocdn&te uUvahou i nédértkem vlastnost 3).
2) Je pravda, Ze pro libovolné mnoZiny A, B Je bud

Ac B nebc Bc A ?

Z d%vodd, které se objasri pozdé i, zaviddime mnoZinu, kte-
3 e 3 3

»

ré neobsshuje ¥4dny prvek. Riké se ji prizdnd wnofina & znadd

se @ , ve star#f literastu¥e té% 0 nebo A (velké lambda).

# r

Prc Ctendfe bude vhodnd 81, nebude-li pIipisovat prdzdné mno-

s ¢ - =

Ziné Zddny wmetafyzicky vyznam a spokoji-li se vysvitlenim, Ze

jde pouze o symbol, ktery zjednoduduje formulace riznych tvr-
zeni & vzorcl. Pro ka¥dou mnoZinu A

gcA.

Spravnost tochoto tvrzeni nahlédneme, uvidcouime-li si, Ze jde o

T e
=

[

zkréceny zépis tvrzeni (V¥X)(xe d =—>xe A) . Proto¥e
vdek pro %Z4dné X nemdfe byt vyrok " X e f " pravdivy (ne-
bo%,‘ﬁ neobsahuje #&8dné prvky), je pPedpoklad implikace

X & 9 =>Xxe A nepravdivy, ta-Ze (podle tabulky implikace)

Je celd implikace pravdivé,

Léme~1i ddnu mnoZinu A , wiZeme pomoci ni sestavit novou
mno¥inu, Jeiimi%¥ prvky budou vEechny podmnoZiny mnoZiny A .

Tute mnoZinu buderme znafit P(A) 2 nazyvat “mucZinou vSech

podmno¥in mnc¥iny A ". Podle toho, Zjek jsme mnoZinu PC(A)




definovali, Jje
P(A) =4BIBc A}

{ PCA) je mnoZina t&ch B , kterd jsou &isti A )

.
U)

b 4

(napravo je viraz tvaru 4x lf (x)3 ; promérnd je oznalena B
a predikdten Je viraz " Bc A "; viz vyfe odst. b) o vytvi-
Yeni mnoZin).

Nerfiklad mnofina A=4{a,&,c}% mnd tyto podmnoZiny:

rrézdnou mno¥inu £ , t¥i jednoprvkové podmnoiiny {fa ¥, L4,
{c? , t¥i dvouprviové podmnoZi vy fa, 4%, {fa,c3, i, ¢c?

jednu trojprvkevou pedmnoZinu {a@,&,c¢% . Tedy
PAY=4f8,4a},443,4¢3, 10,23, {a,c?,48;,¢%, {a,0,c}}

D4 se ukézat, Ze md-1li mno¥ina A m prvkd, pak mnofina

PCA)Y g 2™ prvxd (v naSem p¥fkled® m&ls mnofina A t¥i
prvky & mnofina P (A) méla 8 = 23 prvxe).

Ligdme-11 dény dveé mnoZi A.B | mi%eme z nich vytvodit
N ’ 3 J

&

e

£1 mnoZiny nércliks tzv. mnoZinovymi operacemi. K jejich

-

definicim & vlastnostem nyni p¥eideme.

frvni z téchto operaci je tzv. prinik wnoZin. Jesou-li dd-
ny mnoZiny A, B , wifewe z nich vytvorit novau mnoZinu,
zvanou uvrinikem téchto mnoZin (znads, A A B ), jeZ sestivd z
t&ch prvkd, které leZi v cbou mnoZindch. Graficky ji miZene

]

znézornit ndsledujicim cbrezcen, v ndmZ vydralovani st znéd-
zornuje mnczinu spolelnych bod® obou mnoZin, tedy Jjelich pri-

nik:



I
L
()

{

1) je-1i P  mno¥ins profesiondl?, F mnoZina fotbalis-
to, pak PnF je mnoZine profesiondlnich fotbalistd,

2) Je=1i V mnoZina viech vojdk

Ze

, L mnoZing vZech 1lé=-

ka¥, je Va L mno¥ina vojensiyeh lékads,
3) je=1i L mnoZina velkych pismen latinské abecedy, R
mnoZina velkych pismern Feclké gbecedy, pak L n R Je mnoZina

velkych pismen, které patif do obou t&chtc abeced (nap¥. A, K

atd.).
Symbolicky mifewme prinik dvou mnoZin zapsat dvojim zpiso-

AnB=4x1(xeA)A(x e B)} {co¥ je Cast&isi)

nebo

(V) ((xeAnB) <= ((xeA) Al(xEB)))

#

(pro kaZdé X, x pati{ do A n B oprivé xdyz x pat¥i do A
s X pat¥i do B ).

Newaji~-li mnoZiny A, B 24Any spoledny prvek, Jje jejich

-

pranik prézdnou mnoZinou, ti. ANB= J (zée vidime wfhodu

zavederd prizdné wnoZiny: kdybychom Jji nepovaZovall za mnoi

i

-

pe

nu, psk by existovaly p¥ipady, kdy by prinik dvou mnoZin nebyl

2

mnoZinou). V tskovém pIipadé Pikime, Ze mncZiny A, B Jsou

digjunktni.

Jsou-1i A, B libovolné wncZiny, pek plati:



2) AnBcA (podobnd ANBc B )
3) AnB=BnA

Pryni z téchto tvrzeni je z¥elmé: mnoZina téch X , kters patii

L

do A ide A, je zase A ,Druhé tvrzeni ukezuje, Ze operaci

-

priniku dostaneme mnoZin kters vatii do kaZdé z pavodnich
i ! P

I

mnoZin, tieti uvdd e prinik dvou mnoZin Jje nezévisly ne je-

iich poradf (tétec vlastnosti se ¥ikd komutativnost).

Cviderni 3., Rozhodéndte o ka%dém z ndsledujicich tvrzeni,

zéa plati pro libeovolné mnoZiny A, B ¢ 1) je-li Ac B ,
pa. AnB=A , 2) jecli AnB=A ,pax Ac B, 3) An
A=A ,4Ang=0 , 5 jeli Ac (AnB) , pak
BcA, 6)jeli Ac(AnAB) ,p2x AcB , 7)

»

Ac AAB amnoZiny A, B  Jsou disiunktni, pa™ ob& tyto

3

mnoZiny Jjsou prézdné.

Cperaci priniku miZ%eme rozdifit i na vétd3{ polet mnoZin,
NapPiklad ANnBACAD je mne#ina té&ch prvkd, které
lezi v ka?dé z mnoZin A,B,C,D , tl.

AnBACAD =4{x|(xeA)A (xeBIA(xeC)A(xeD)}

ancd.

Dal8f zdkle=dni mncfinovsd cperace je operace sjednocent

dvou mno¥in A, B {(2nadime AU B ). Je to mnoZina té&ch
,
v, kterd pat¥d as-on do Jedné z wno¥in A , B (nebo i
] i o 2
do obou). I*¥eme talké ¥ici, Ze Je to mnoZina, sestavend z téch
prvid, kterd pat¥f bud do A nebo do B . MnoZinu A U B

viastnd tvo¥ime tak, Ze prviky obou mnoZin "dime dchromady” a
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tak vytvorime novou mnolinu., Symbolicky:

AuB =4{xl(xeA)vixeB)?
nebo

(Vx)((xe AuB)¢= ({xeA)v (xeB)))

ko]
V]
o+
¢
H\
[N
(]
p

(pro ka%dé X,Xx pat¥{ dc Au B privé kayz X
nebo X p=at¥f do B ).
Sjedroceni znézornime copét dvéma kruhy, které predstavujd

mnoZiny A, B . Vy&rafovand Sist znadi Jjejich sjiednoceni:

Priklsdy:
1) je-1i A mnoZina posluchadd 1. roiniku FFKU, B unoZi-

na posluchadd 2. rodniku FFKU, psx AU B je mnoZina poslu-
chaé&? prvnich dvou rolnikl{ FFKU,
2) je=1i E nmnoZing vdech tureckych m&st, kterd leZi v

Evropé, A mno¥ina t&ch tureckych m&st, kterd leZi v Asii, pak

E UA Je mnoZine v8ech tureckych mést,
3) Je-=11i 8§ mnoZing pijak?® svétlého piva, é nnozZina
pegekd Zerného piva, pak S u ¢ Je mnoZina pijékd piva.

Na rozdil ol operace priniku, kterd "zmensuje" kaZdou 2z

£ b

mnoZin A, B (v tom smyslu, Ze ANB je &sti jak mno¥

e

ny
A , tek mnoZiny B ), cperace siednoceni tyto mnoXiny "zvEt-

guje". KaZdd z mnoZ%in A , B Je totiZ obsaZena v mnoZind

AuB , ti.plati
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Ac(AuB)
Bec (Au B) .
NEkteré vliastnosti sjednoceni jsou vSall obdobné od ovidajicim

vlastnostem priniku. Nap¥iklad, pro kaZzdé dvé mnoZiny A, B

AuA=A
AUB:BUA

(viz vlastnosti 1), 3) priniku).
Dale plati:
Je-1i AuB=A, pak Bc A .
Cperace priniku a sjednoceni Jjsou snpojeny nédsledujicim vzta-
hem: pro libovelné mnoZiny A,B,C plati rovnost
ARCBUuC)=(AnBIYU(ANC).

Platnost této rovnosti miZeme demonstrovat témito dvéma obriz-

-

ky:

Na prvnim 2z nich je podélnym Srafevénim vyznalens mnoZina
BouclC a pridnym mnoZina A A (B uC) . Na drchém je po-

délné& vySrafovéna mncZina A A B  a p¥{iéné wnoZina A n C .

&

4]

Je petrné, Ze mnoZiny A A(BuC) , (AnB)U (AnLC)

jsou si rovny.
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Cvileni 9. Znfzornéte obdobné rovnost

Au(BaAaC)=C(AuBYA(Au?C) .

Cvideni 10. Rozhodndte, zda pro libovolné mnoZiny A, B,
2) AuBc AnB , 3) je-

prak AuvoC ecBuC pT

C plati: 1) AnBc AuB ,
1i AnB=AuvB ,pak A=B,
Auvufg =A, 6)je-li AcCc B,

[}

libovolnou mnozinu € .

i sjedroceni provédét s vice

A)v (xeB)vixelC)t.

Podobné jalo prinik, miZeme

AUBUC:‘{\XICXE

mno%inami. Napf.

Pon&kud méné Zssto, neZ operace sjednoceni a priniku, se

vysiyt.je operace rozdilu dvou mnoZin A, B , které se znali

A-B . Je to mno¥ina téch prvkd mnoZiny A , které nepatlf

dc mnoZiny B , symbolicky
A-B=4x!(xeA)Ar-(xeB)}
(V) (X e A=-Bl¢=> ((xe A) A (xeB)))

patf{ dc A~ B prévé kdyiz x patri do.

.

aé X, X

K

pro ka

~—

A o x nepat¥i do B ).

Znizornime-1i, Jjako obvykle, mnoZiny A, B kruhy, bude

A-B mno¥ina téch bod® kruhu A , které neleZi v kruhu B

{vydrafovand &fst):




Jesou-1i A, B libovolné mnoZiny, potom plati:
A-BcA
(A-B)A B =g (ti. mno¥iny A-B , B Jsou disjunk-
ni)

(A-BYuU (AnB)=A
AvB=(A-B)YUu(AnB)U(B-A) .
Cperace priniku, sjednoceni a rozdilu Jjsou navzdjem spojeny
t8mito dvdma (zv. de liorganovymi) zdkony, které pleti pro 1li-
bevolné mnoZiny A ,B,C
A-(BuC)=(A-B)n(A=-C)
A-(BnC)=(A-B)u(A-C) .

Prvni z nich nmlZe byt ilustrovén témito obrizky:

G G Qe O

A-(BuC) A-C (A-BIn(A-C)

s

Podobné zndzorndni druhého

Ch

e Morganova zfkona prenechéviune

CtenéPi,

Cvifeni 11, Rozhodnéte, které z ndsledujicich tvrzeni

-

plat{ pro libecvelné mnoZiny A,B,C : 1) je-1li B c C , pak
A-BcA-C , 2) Je-1i BeC o2k A-C e A-B

?

3) A-(A-B)=AnB, 4) A-(A-B)=B .

Zédvérem tohote o0ddilu bychom cht&li obratit Ctend¥ovu po-
zornost na paralelu wmezi mnoZinovymi operacemi a logickimi
spolkemi. VEimndme si, Ze inkluze Je definovina pomoci impli-

ksce, rovnost pomoci ekvivalence, prinik pomoci konjunkce,
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1

i"‘!\

sjednccenti pomoci dis unkce a rozd pomocl negace., Skutednsg

kg

se ukazuje, Ze mnocho tvrzeni o operacich s mnoZinami mé podeb-
nou formu Jjako nékters zékony vyrokové logiky, piilemZ

symbolu €  odpovidd symbol ==)

= {==>
N A
v A\
- -

Sledujte tuto analogii na té€chto dvojicich:

. ((AcB)YA(BcA)) = (A=B)

i

(Cp =9) A (g =p))=>(p==>q)
2. (CAcB)YA(BcC)) = (AcC)
((p =g)IA(g=n))= (p=>n)
3. AF\A:A
(b A R)(==> hp
4. AnBcA
(p AQ) = 1
5. AulBnAC)=CAUBYN(CALC)
(v IigAx)) = ((pv)Alpvhr))
6. A-(Bul)=(A-B)n(A-C)

Tlp v Qli= ((mp)A (7))

Tato analogie neni néhodnéd. Uvedeni tvrzeni o mnoZindch se to-

ti% dokazuji pomoei "Jjim clpovidajicich" formuli vyrokové lo-



giky a proto ma’f podobneu formu. Uvedli jsme tyto piiklady
pouze proto, abychom ukdzali, Jjak tésr€ je teorie mno¥in spja-

te s logikou.



4, Relace a funkce

——a

V tomto oddilu uvedeme neiprve jedt& Jjednu wmnoZinovou

e

konetrukel & ukdéZeme ndkteré moiZnosti je fho pouZiti, mj. téZ

¥ 3 o -4 Frim

sbecnon definici vztahu (relace) s funkdni zdvislosti (funkce).

JestliZfe mnoZina A sestévd pouze ze dvou riznych prvkd,

nazyvi se dvojice. Jsou

w
=

1i jeii prvky a,4& , pak miZeme, Jjak

vime z predchoziho oddilu, zapsat mnoZinu A ve tvaru {e,&r%.

e

Steind¢ tak ovien mh¥eme tute mnoZinu zapsat i Jjako {&,e 3 ,cro-

5

4

e
ot

toZe ¢ba prvky wmnoi A isou rovnocenné, takie nezdéleii ns
> o 3

L

pot¥adil, v némZ se pisi,

A ’ +

¥V matematice v8sk Casto potIebujeme pracovat s takovymi

dvojicemi, v nich# na poladf prvii zéleZi, to znamend, Ze je

f-

preden ddno (stsnoveno), ktery z cbou prvikd Je prvni a ktery

-

Je druhy. Takovou dvoJjici prvkd nazyvime uspoPddancu dvojici a

znadime ji (a, &) (pozor na jiny druh zdvorek!). Zatimco

[

mnoZziny {a,&% , {&,2% byly steiné, jsou mnoZiny (a, &)
(&,a) obecnd rizné privé proto, Ze se 1idi poPadim, které
danych dveojic podstatné, kdeZto u "obyleinych" dvo-
dv& mnoZiny A, B . 2 nich mdZeme utvo¥it no-
vou mnoZinu, JejimiZ prvky budou vSechny moZné uspoiicané dvo-
jice takové, %e je ich prvni prvek pat#i do A , kdeZto druhy

do B . Objasnfme to na prikladd: Nech¥ mno¥ina A  obsahuje
PTVKY X ., %, % , L. A = ix,y4,x? a mnoZina B obsshuje
sisla 4 & 2 ,ti. B =44,2%

inu vEech mo¥nych uspoPéddanych dvojic, na jejichiZ prvnim mis-

. Jednd se nyni ¢ to, sestavit mno-

B
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té by byl ndktery prvek mnoZiny A & na druhém néktery prvek

#

mnoZiny B . VSechny woZné takevé usnolddané dvojice Jjsou tyto:
o

MnoZinu, Jje imiZ orvky Jsou prévé viechny tyto cdvojice,

nazgyvéme kertézskim soudinem mno¥in A, B (podle francouz-
8 ého filosofa a matematika Descartesa, JjehoZ latinské jménc
znélo Cartesius) & znaéfme A x B . V nadem ptedchozim pPi-
kledd tedy A B=4(x,1),(y,N,(x,1),(x,2),(y,2),(2,2)} .0

se dokézat, e mé-1i mno¥ina A m  prvkd, mnofine B m
prvkd, pak wmno%ina A x B mE Mo, m prvki. Naplf. v na=-
fen p¥ikladd méla mnoZina A 3 prvky (m = 3), mnoZina B
2 prvky (m =2) a2 mnoZine A > B  wméla shutend 3 . 2 = 6

. .

lancu dvejici, miZeme de-

04

jako mno¥inu (a ,&,c), sloZenou

1 prvkl, které za sebou ndsleduji v daném poradi), dtve-

o

fici gtd. a s pomoci téchto pojm? defincovat kertézsky soudin

e R4
ki

trd, ¢tyr a vice mncoZin. MNapPiklad kartézsk

Tud

soudin A=< BxC

Je mnoZina vdech moZiFch ussofédanych trojic takovych, Ze Je-
dich prvni prvex pot¥f do A , druhy do B g treti do C

#

podtu prvkd mnoZiny A=< B x C plati analegicikd véta: oznali-
me-1i podty prvk® mnciin A ,B,C postupn& m, m, £ ,pak

mno¥ine Ax Bx C mé m.m .f prvkd. Obdobng pro kar-
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tézsky soulin vice mnoZin.

- .

JkaZene na p¥ikladech dvé moZngd pouzitdi kartézského sou-

v

prilclad 1. Predroklidejme, Ze zkouméme fragmernt Cedtiny,

"

droduchych v&t tvaru podmét - pPisudek - »Tedmét
y Iy Fs 3

(9]
[
(o]
B2
[0]
o}
N
B3
L]
{©

pPilemZ ve funkci podmétu miZe vystupovat libovolné z podstat-
nych jmen & zé
ctec, Kerel, on, ona, dité, Zlovék, student, Jarda,
ve funkei piisudku libovolné ze slov
kupuje, &te, odkldédd, bali, vyhazuje
a ve funkci predmdtu libovolné ze slov
knihu, sefit, noviny, Casopis.
Z téchto slov se pak daji vytvéPet jedrnoduché véty, Jjako nap¥.
"Otec odklédd noviny", "Dité€ kupuje sesSit" apod. Ptéme se, ko=
1ik takovych vét Jje moZno z danych slov sestavit.

#

KaZdsd z takovych vét sestivd ze t¥{ slov, z nichZ prvni patri

& i

unkei pPi-

[}

mezi slova ve funkeci podmétu, druhé mezi slova ve
sudku, treti mezi slova ve funkci predmétu, to znameng, Ze je-
Jich poPadi e stanovenc, takfe kaZdou z téchto vét mbZeme po=-
vaZovat za uspoPédanou trojici, nap¥. vétu "Rarel kupuje casc-
pisv za trojieci (Xarel, kupuje, Zasopis). knoZina viech moZ-

nych takovych vét se proto dd ztotoZnit s mnoZinou vSech moZ-
nych takovych trojic, tedy s kartézskym soudinem A x B x C

kde

{otec, Karel, on, ona, dft&, dlovd&k, student,Jarda},

#

{xupuje, %te, odkléd#s, balf, vyhazuje}? ,

{ knihu, sefit, noviny, Zasopis }.
Proto¥e A mf 8 prvkd, B md 5 prvid a C mé 4 prvky, podle

nadi vEty mnoZina A Bx»xC m&d 8 .5 . 4 = 160 prvkd, takie
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z uvedenych slov lze vytvoPit celkem 160 jednoduchych vét.
Prikisd 2. Kolen arabského slova sestdvé ze t¥{ souhldsek,
p¥ifemZ v arabdtiné existuje celkem 28 souhldsek. Ctézka zni,

kolik moZrych trojikonsonantnich koFenld je moZno z téchtc 28

o

>

sounldsel sestavit, JestliZe nebudeme p¥ihliZet k foneticlkyu

] #

previdlim, které nékteré z téchto moZnosti apriorné vyluluji.
Ko¥en, sestidvajici ze t¥{ souhlések, miZeme chépat jako uspo-
Pédanou trojici, tedy prvek kartézského soulinu A=< A=< A , kde
A Jje mnoZina souhlések.

Proto podle viSeuvedené véty Jje celkovy polet takevych trojic

ko)

<

roven Cislu 28 . 28 . 28 = 21952. Skutelny pofet kolreni je ov-

{

gem vzhledem ke zminénym pravidlim niZdfi (viz o tom &lének J.

H. Greenberga, The PIstterning of Root Morphems in Semitic,

Word VI (195C), 162 - 181).

I

Vztah mezi dvéwra predméty x,4 mé Jjek vyznamovou, tak
formélni sloZfku. My se zde budewe zabyvat pouze zkoumdnim Ffor-

Inich aspekt® tohoto poimu pomoci aparétu teorie mnoZin. Tak-

b=t

-’

to abstraktné chédpany vztah budeme nazyvat relact,
KaZdy z vyrazl
"x  Je otcem 4 "
"X Je men3i nebeo rovno Y
"X Je synonymum @ "
Je relaci mezi prvky X ,4 . KaZdf z t&chto vyrszi je cvoumist-

nym predikdtem, v ndmZ proménnd X mé jisty obor A a promén-

néd o Jisty obor B . Vezmeme-1i libovelné prvky xe€ A, ye
e B, pak bul tyte prvky jsou ve vztshu, uvéddném pifsludnym

,

predikditen (tj. predikdt je pro tyto hodnoty prowmé&nnych prav-

divy), nebo ne. Vybereme-li viechny dvojice X , 4 , které



jsou ve vztahu, urdeném predikétem (t). pro kterd je tento
predikét pravdivy) a budeme-1i kaZdon takovou dvojici povaZo-
vat za uspo¥idanou dvojici (x,4), utvoli vSechny takové
uspoXdcané dvojice urditou rodmnoZinu kartézského soulinu

Ax B . Préveé tuto podmnoZinu kartézskéhce soudinu budeme na-
zyvat relaci:

Relscf na mnoZindch A, B rogumime podmnoZinu R kar-
tézekého soudinu Ax B .

Je-1i déna podmncZina R kartézsikého soulinu A= B , pak
pTVKY X, % jsou v relaci R préveé kdyZ dvojice (X, %)

pat¥{ do R , tedy kéyZz (x,4) € R . Je zvykem, misto

(X,4) e R

" X Je synonymum @,"

JestliZe prom&rné X ,n uwaji stejny obor, ti. A= B ,

’

tak¥e R c A = A , pak Pikdme, Ze R Jje relace na wmnoZing

A . TNepi. vyfeuvedend relace "X je ctcem 4 " Je relaci na
mnezing v8ech 1idf.,
Pozndmka. Uvedend definice relace Je velmi obecnd a vhod=-

nd spife pro formélni matematické vyjadfovéni. Pro ftendle

i=

sned bude srozumitelné

ko dvoumnistny pred




N X . . hd -4 il 4 W L s
liecht R Jje relace ne mnoZing A , tak¥e ob& promérné ve
vyrazu xR ay maj{ etejny obor A . C relsci R ¥ikéme,

Ye Je reflexivni, Jestlife kaZdy prvek mnoZiny A e v této re-

laci se sebou sauym, ti. JestliZe
pro ke¥dé X € A e XRx .

T a

NapPiklsd relace
"X je synonymum g "
jsou reflexivni (nebol X £ x a2 X Je synonymum X ), kdeZto

relace

" X je otcen ny "

-

Relace R Jje gymetrickd, Jjestlife pro libevolné dva prvky

XEA ’ %EA ’
Je-1i xRy , pak o R X

©

e

(ti. Je-1i x v releci R s a , pak také g Jje v relsci R s
X ). Z uvedenych t¥{ relaci je pouze relace
" x Je synonyrur g "
symetrickd, kdeZto ostatni dvd nikoliv (Jje-1li X otcem Y% pak
Y neni otcem X ; Je-1i X £ g , psl nemusi byt Y & X ,Dpro-
3 =

toZe napPiklad 3 <5 , takie

Relaci R nazyvime tranzitivni, Jestli
orviky X € A, Y € A, z¢€ A platdi:

1

je-1i xRg = %Rz , ek xRz .
"X Je otcem g "
nen{ tranzitivni, nebol je-1i X otcem Nooa A se otcem 2z

wi X neni otcen 2 .

i



Relsce

;| H

L " x ey ",

2) " X Jje synonymum gy "

v¥ak tranzitival jsou: 1) je-li X €4 a2 gp£2 ,p2k X £ X,
2) je-1li X synonymni s a4 & g synenyuni s 2, pak X je sy-
nonymni 8 = .

Jegtli¥e relace R Je reflexivani, symetrické a tranzitiv-

ni na wno¥ing& A , pak relaci R nazyvime ekvivalenci na mno-

131

" X Jje synonymum iy

-

isme vid&li, reflexivni, symetricléd a tranzitivri na

Cte
[0]
-
Co.
jav]
[
1
(]

mno%ing viech slov a prote Jje na této mncZind relaci ekviva-
Jiny pPiklad: necht A e mnoZina viech leskych substan-
tiv a R Jje relace
" x se sklonuje podle ste’ného vzoru jako g ".
Relace R e relsci ekvivalence no mnoZing A . Abychom to
dokézali, musime ovdFit, ¥e tato relace je 1) reflexivri, 2)
symetrickd, 3) tranzitivni,
A4 1): X se sklonuje podle stejnédho vzoru jako X , tekie R

eflexivni.

Ci.
(]

e

r

1d 2): jestliZe X se srlonuje podle steiného vzoru jako a4
pak Y. se skloﬁuje podle steiného vzoru jako X ¢ proto relace
R Je symetrickéd.

Ad 3): Jestli¥e X se sklonuje podle stejnéhe vzoru jato a4
a n se sklonuje pocdle ste’ného vzoru jake = ,pak X se sklo-

nuje podle steindho vzoru jake =% , tedy R Je tranzitivni.



Cvidend 12, Zjist&te, zda niZeuvedené relace (v zdvorce
Jje uvedenc, na Jaké mnoZing) Jsou relacemi ekvivalence:
1) "X a m se narodili ve stejny den" (mnoZina v3ech 1idi),
2) "p¥{imky X,y  Jsou rovnob&iné" {(mno%ina pPimek),
3) " x -4 e tislo, dglitelné dvéma" (mnoZina celych &isel),

rTedchézela

Relace ekvivalenc

ie

L=

ddle¥itd, protoZe umoinuje

udéLostirg (mnoZina viech uds-

pro matematiku (i Jjiné vé&dy) velmi
provést ng mneZiné, na ni¥% je defi-

zizlad. Necht R je relace ekviva-

novéna, tzv, disiunktnf ro

A

w

e

T

lence na mnoZin Iro

My

nu viech prvi:d mnoZi

kzZdy prvek x € A
A

sestrojme mnoZi-

ny teré jsou s X v relaci R

b

{td. M-X = -if\éf | % R'\év}).

3
4

Ukazu e se, Ze Jjsou-l1li dva

v relaci

PIVKY X, %4 R ,pak Jim

p¥ifazené mnoZiny My ’Iwg‘ Jsou steiné, ti. My = Mg,.JeSt—
liZe vdak prvky X,  nejsou v relaci R , pek mnoZiny My ,
NL} nemg { Zadny spoledny prvek ¢ili Jjsou disjunktni
(Ma a) M,g_ = ¢ ) . DPritom ka¥dy prver mnoZiny A le¥fi v ndk-
teré takové mnoZing (kaZdy¥ prvek X le¥f toti? vzhledem k re-
flexivnosti v mnoZind My ). V¥echny mnoZiny My pro viech-
na x e A dohromady tvoii tzv. disjunkini rozklsd wnoZiny
Ay kaZdd mnoZina My ge nazyvé it¥idcu tohoto rozkladu.
Tento rozklad Je charakterizovan tim, Ze

1) ke#dy prvel mnofiny A pat¥f do n¥které t¥idy rozkladu,

2) #4dny nrvek mno¥iny A nenat¥d do vice t¥#id rozkladu
goudesné, co¥ bychom mohli shrnout jedinym tvrzeninm

1) + 2) ka¥d’ -rver mnoYiny A pat¥f do jediné t¥idy
rozkladi.



Nap?{klad pro relaci
"X Je synonymum g M
sestévd mncZina My ze vSech slov, kterd Jsou synonymni s X.

#

To znamend, Ze tato relace rozklddd mnoZinu slov A na vzé-

¢

er

m

Jemnd dis’unktni t¥{dy, z nichZ kaidd je slo ze gynonym-

t¥1{d mohou chsahovat jen Jjediny

O

nich slov, Lékteré = técht

crvek (JjestliZe totiZ piisludné slove nemd krom& sebe samého
24dnd jiné synonyms) .

U relace

"x se sklonuje podle stejného vzoru jako y "
je kaZds tiida My tvorena viemi substantivy, kterd se sklo-
i1 podle stejného vzmoru. Disjunktni rozklad mnoZiny vEech
substantiv pomoci této relace sestévd prote z tolike t¥id, ko=
1lik Je vzord pro sklorowini.

Cviceni 13. Zjistéte, Jjak vypadaji tiidy rozkladu pro

Jednotlivé relace exvivalence z predchizejictho cvident.

Jinou vyznamnou relaeci je relace ddstelndého uspo¥dddni.

¥ jejgi definici potiebujeme je3t¥ pojem antisymetrické relace.

antisymetrictou, JestliZe pro vZechna

jestlifZe xRy a g Rx , pak x=n .
(1:0Zeme to Yici také tak, Ze je-1i X % @4 , pak nemlie platit
xR'g. i n&.Rx soulasré; slovo "antisymetrickd" oznaduje

Jisty druh relace a neznamerd, Ze Jjée o Jjakoukoliv relaci,

kterd neni symetrickd.)

Relace R na mnoZ¥ing€ A  se nazyvé relaci Zistedného



us-otdadini ne A, jestliZe Je reflexivni, antis netrickd
y o v ’

w

g fan) 2

tranzitivni. Snedno se plresvidiime, %e relece nerovnosti mezi

i@

~

Gfal ks

je relrci tdstelnéhc uspoiédini na rno%ing viech &isel. Ze t¥4
L 1lacnich vliastnosti inkluze plyne, Ze rel=ace

"ACB tH
e rovnd% relaci Yfstelného uspo¥édini., Fodobnd Je reloci &&=~

stelného vspoldddant i ke¥fdéd z relaci
t X neprobdhlo pozddi neZ uddélost g "
"x neni sterdd neZ mp " ,

Ji releace

[aed

" X Je starii ne

na’ N’

o

Jinym p¥iklader <istedného usporédini je uspoididéni slov
ve slovniru (nanih., Seském). Definice relace R zde je viak
obti#ndi{. Nech® A je wno¥ine leskych slov. Relaci

"slovo X »iPedcehizi ve slovnilizu slove gy

Jefinujeme takto: tatc reloce nastivd wezl slovy X,%4  tehdy,

2]

jestli¥e bud 2) prvni pismenc slova X piedchézi v Ceské abe-

”

o

ced& prvni pisweno slova m , nebo b) slovo g zatind slovem
X , nebo c) oismena na prvnim aZ m-tém nisté obou slov Jsou
stend a (m+1)-ni pismenc slova X predchdzi v Ceské abece-

cé¢  (ma+4) =ni pismeno slova a4 o

{'“\c

V nasi definici ¥dstedného uspolddini nebyla zahrnuta
poedminke

pro kaZdaé ave prvky X, 4 nno¥iny A bud X Raé, ne=-




’ ~

Je-=11i R relaci &fstedrého uspoPid ni g solnuje nevie tute
podminku, pakx R nazyvéme relaci Uplaéhe (n&kdy: linedrniho)

ueporddind., Nap¥iklad relace nercvnogti mezi &isly

" x é % 1]
je relsci Gplného uspoiddini, protoZe je dob¥e zndmo, Ze pro
libovolnd avé &isla X,n je bud X€4 nebo 4 £x , aviak
relace
xterd, jak vime, Jje relaci d&dstelného uspolddini, neni relaci
Gplného usrpo¥sdini, protofe snadno nalezneme mno¥iny A , B ,

teré nes-lhuif ani vztah A< B, ani vztesh B c A .

je xRa , nazyvime jej neivEtd3inm prvkem mnoZiny A v &¢le-

telném uspoPidil
&

je posledni slovo ve slovniku, zatimece v mnoZin€ cisel nejvét-

# I

81 prvel v Céstelnédm uspolddini "X <y neexistuje.

Cvideni 14. Nech¥ R je relace C4dstedného usporséddni
na A, Je pravda, e pro kaZdé dva prvky x e A , 3 € A je
bud xRn  nebo R ?

Pomoc{ pojmd z teorie mnoZin miZeme definovat v nejobec-
n&j&{ formé i pojem funkce (neboli funk¥ni zdvislosti), ktery
v dnedni dobé& pronikl uZ do terminologie tak¥ka vZech vé&dec-
kych disciplin. Funkci rozumime jisty zptisob, kterym se kaZ-
dému prvku z urdité mnoZiny A pPirazuje prvek jiné mnoZiny

B . MnoZina B se nazyvé definién{ obor funkce, mnoZina B
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je obor hodnot funkce. Priklady:

1) A i B je mnoZina &isel a funkce p¥FiPazuje kaZdému
¢f{slu x &islo 2x +1 ,

2) priradfme-1i kaZdému ob&anu Ceskoslovenska jeho rodné
¢i{slo, dostaneme funkci,

3) kaZdému vyroku mi¥eme priradit v zdvislosti na tom,
zda je &i neni pravdivy, &islo 4 nebo (0 ; zde mnoZina A Je
mnoZinou v¥ech vyrokd, kdefto B sestédvéd pouze ze dvou prvkid
0,14,

4) priradime-li kaZdému &eskému slovu &islo, které urlu-
je polet jeho pismen, utvorili jsme tim funkci, jejimZ defi-
nidnim oborem je mnoZina &eskych slov a oborem hodnot mnoZina
kladnych celych &isel,

5) kaZdému pismenu deské abecedy lze piipsat jisté cislo,
vyjad¥ujici frekvenci (v %) vyskytu tohoto pismena v Ceském
jazyce; definiénim oborem této funkce je mnoZina pismen teské
abecedy, oborem hodnot mnoZina vZech &isel ( mejen celych) od
0 do 400

V8echny tyto priklady majf pfi v8{ své rozmanitosti spo-
ledné dvé véci: Ze toti% ka?dému prvku mnoZiny A Jje pfira-
zen jediny prvek mno¥iny B (&ili jednomu prvku mnoZiny A ne-
mi%e byt prifazeno vice prvkd mnoZiny B ; napriklad kaZdému
vyroku je prirazeno nékteré z &isel 0,4 , ale Z&dnému z nich
nejsou prirazena ob&). Mi¥eme proto nadi plvodni formulaci
zptesnit: funkc{ rozumfme predpis (pfifazeni), ktery kaZdému
prvku mnoZiny A - j1z se ¥{ix4 definidni obor - prirazuje
jediny prvek mnoZiny B (oboru hodnot). Funkci obvykle znali-
me pismenem f . Chceme-li vyznadit skutelnost, Ze A je de-

finiénim oborem a B oborem hodnot této funkce, piSeme
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f:A—3

Prvek mnoZiny B , ktery je funkei £ prirazen prvku x e A 3

znadfme £(x) & nazyvéme ho gbrazem prvku x nebo funkdni

hodnotou funkce £ v bodé X ., MnoZinu v8ech prvkd mnoZiny B,
. nekter .

které jsou obrazemYprvku mnoZiny A , znadfme £(A); tato

mnozina nemusi pokryvat celou mnoZinu B , jak se miZeme pie-

svéddit z prikladu 5).

V nad{ definici funkce figuruje je3t& bliZe nezpfesnény
pojem "predpis", ktery z ni mbiZeme zcela odstranit pouZitim
kartézského soulinu. Jeliko%Z funkce je zadéna, jsou-li znémy
mno%iny A ,B a predpis, prirazujici{ ka%dému prvku xe A ,
Jeho obraz s = £(x) , miZeme ji zadat tak, Ze zaddme mnoZiny
A,B a mnoZinu F uspotrddanych dvojic (x,s) takovych,
Ze & Je obrazem X . MnoZina F je pak &dsti kartézského
soudinu A x< B (tjo Fc AxB )., Na rozdfl od relace ne-
miZe vS8ak mnoZina F byt libovolnd, ale musi mit tuto vlast-
nost: pro kaZdy prvek X mnoZiny A existuje v mnoZingd F je-
dinéd uspofddand dvojice, na jejimZ prvnim misté stoji x (na
druhém mist& této usporddané dvojice pak stoji prvek mnoZiny

B , ktery je obrazem prvku x ). Napifklad, je-li
A=4a,lc,d?
B=41,2,3,4,5,6¢%

F=4{(a,2), (& 4),(c,6),0,30)7 ,
pak tyto t¥i mnoZiny urduji funkci £ s defini¢nim oborem A
a oborem hodnot B takovou, Ze f(a)=2, f(&)=4, £(c)=6,
f(d) =3 . Kdyby v8ak pri stejnych mnoZindch A ,B  méla
mno%ina F tvar

F=4(a,2), 4,0, 301,
pak mnoZiny A , B, F by nezaddvaly funkci, protoZe k prvku
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c e A neexistuje v F prisludnéd dvojice.

JestliZe funkce
f: A— B
pfifazuje rlznym prvkim mnoZiny A rdzné prvky mnoZiny B ,
tj. jestliZe pro libovolné prvky x € A, 4 € A plati
Xy =>F(x)+Ffly),

*ikéme, Ze funkce f Jje prosts.
Funkce z pifkladu 2) Jje prostéd, protoZe rizni ob&ané maji riz-
nd rodnéd &isla, av3ak funkce z pPfkladu 3) nenf prosté, proto-
Ze vSem pravdivym vyrokim je p¥irazena stejnd funkéni hodnota

Pomoci zékona obréceni implikace ((fp =>gk==(1g =>4 ))
miZeme definici zformulovat ekvivalentn& takto: funkce £ Jje
prostd, jestliZe pro libovolné prvky x € A,y e A platf

FX) =f@y) =>x=

(jsou-1li obrazy dvou prvki stejné, pak i tyto prvky jsou stej-
né).
Tato formulace ndm umoZnuje dokdzat, %e funkce z prikladu 1)
Je prostd. Zde f(x)=2x+ 1 . Predpoklddejme, Ze f(X) = £(q),
¢ili 2x +1=29y + 1 ., Jednoduchymi dUpravami této rovnosti
dostévéme postupnd 2x = 2@}, X = oy , coZ znemend, Ze funkce
f Jje prosté.

Je-1li kaZdy prvek mnoZiny B obrazem n&kterého prvku
mnoZiny A , pak ¥{kdme, %e funkce zobrazuje mnoZinu A ng
mnoZinu B . Pr{kladem takové funkce je funkce z p¥fkladu 3),
protoZe kazdé z ¢isel 0,4 je prirazeno ndkterému vyroku.
Funkce z p¥{kladu 5) nezobrazuje abecedu n2 mnoZinu v3ech &{-

sel od 0 do 400 , protoZe nap¥. &islo 400 nenf obrazem Z4d-

?
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ného pismena (%4dné pismeno nemd 100 %nf frekvenci).

JestliZe funkce
f:A— B
je prostd a soulasné& zobrazuje mnozinu A pa mnoZinu B , ¥{-

kéme, %e funkce f je vzdjemnd jednoznalnd (nékdy téZ jedno-

jednoznalré,z angl. one-to-one mapping). V takovém pIripadé
jsou si prvky mnoZin A, B  touto funkci vzédjemné& po dvou
prirazeny tak, %e kaZdy prvek kaZdé z obou mnoZin je pPrirazen

jedinému prvku druhé mnoZiny, Jjak to vysvité z ndsledujictiho

obréazku
a > 1
b >
c —> 3
d —> /4

ktery zndzornuje vzdjemn& jednoznalnou funkci, definovanou na
mno%ing A ={a,%,c,0? a s oborem hodnot B =44,2,3,4} pied-
pisem f(a)=4, fF(&)=2, fF(c)=3 , flal) =4 . Jsou-1li mnoZi-
ny A,B konelné (coZ je pro néds nejdilezit&jsi p¥ipad, pro-
toZe s nekonednymi mnoZinami se v lingvistice setkéme Jjen
z¥{dka), pak vzdjemn& jednoznacnéd funkce s definiénim oborem
A a oborem hodnot B existuje jen tehdy, maji-li mnoZiny
A,B stejny pofet prvki.

Je-1i funkce

f:A— 3B

vzdjemnd& jednoznalnd, lze pomoci ni sestavit novou funkci s
defini&nim oborem B a oborem hodnot A (tedy opadné&, neZ u
funkce £ ), zvanou inverznf funkc{ k funkci f ; znadf se £-1
(n&kdy f_4 ). Je definovéna takto: pro kaZdy prvek x mnozi-
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ny B (jejiho defini&niho oboru) je funk&ni hodnotou £-1ex)
ten prvek 4 mno%iny A , pro ktery je f(g)=xX .

To znamené, e jestliZe bylo f(g)= x , pak Je ry-:-F"4Ca<) .
Ukd¥eme, jak se sestrojuje inverzni funkce pro posledni uvede-
ny priklad. Zde je B =41,2,3,4%}.Podle definice mé& byt

£=1 1y ten prvek o mnoZiny A , pro ktery Fly)=41.
Proto¥e f(a)=1,je 4 = a , takie £-17(1) = @ .Podobnd by-
chom dostali €-71(2)=2, £~13)= ¢, £-7(4) = ol . Grafické
znézorndni funkce £~1  vznikne tedy z grafického znézornéni

funkce f pouhou zm&nou sm&ru Sipek:

a <
b<
C
d<
Jsou-1i dény dvé funkce

=~ w N -

f:A—-B, 9:B— c ,

kde obor hodnot prvni funkce (mnoZina B ) Jje defini&nim obo-
rem druhé funkce, miZeme z nich sestrojit novou funkci, které
se ¥{ké glo¥end funkce a znalf se gf , timto predpisem: vez-
méme x € A, pak f(x)eDB ; jelikoz B Jje definilni
obor o, prifazuje funkce g prvku f£(x) Jjisty prvek mno-
¥iny C , totiZ prvek g (f(x)) a tento prvek budeme pova-
Yovat za hodnotu sloZené funkce gf Vv bodé X . Konstrukce

slo¥ené funkce vysvitne lépe z tohoto prikladu:

a) 3 > 1 > Kk
b > 2 > |
c > 3 > M
d > b4 >N
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B)
a —>k
b > |
C > M
d >N

(zde je A=41a,%,c,d3, B=44,2,3,43, C=4{%,L,m,m} , funk-
ce f:A—> B, g:B—> C Jsou zndzornény v Césti a), slo-
Yend funkce g¢f: A—> C v &isti b).)

Vsimn&me si, Ze of : A —> C , takZe mnoZina B Je
jen jakymsi "meziproduktem" p¥i tvoreni sloZené funkce, ale ve
vysledku se neobjevi,

Jsou-1i funkce f:A —>B , g:B-—>C vzdjemn¥ jedno-
znaéné, je i funkce ¢@f: A — C vzdjemnZ jednoznalné a pro
inverzni funkce k témto funkcim plat{i vztah

(%?)’4= F‘4gf4
(tj. inverzni funkce ke sloZené funkci vznikne sloZenim jed-
notlivych inverznich funkci v opaéném poradi). MiZeme jej ilu-
strovat na predchozim obrédzku, jestliZe v obou jeho &&astech
obrétime poradi Sipek. Funkce (g$0"4 pak bude znézornéna
v &&sti b), funkce £~ g-1 v 8sti a).

Je=1i
f:A— A,
tj. je=1li obor hodnot funkce A roven jeifmu definiénimu obo-
ru, Pikéme, Ze funkce f zobrazuje mnoZinu A do_sebe. Zo-
brazuje-1li f mnoZinu A do sebe a je-li navic vzdjemn&

jednoznadnou funkci, Piksme, Ze +f Jje transformace mnoZiny

A . Pr{klaedem transformace miZe byt nap¥. funkce, zndzorn&nd

na nésledujicim obrazku:
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L Yyv
» 0o o

D4 se dokézat, ¥e plati: 1) je-1li f transformace mnoZi-
ny A, pak i F'd je transformace mnoZiny A , 2) Jjsou-li
£, 9 avé transformace mnoZiny A , pak i sloZend funkce
£ o je transformace mnoZiny A . Mezi vSemi transformacemi
mno¥iny A  existuje jedna, kterd je ze v8ech nejjednodussi:
je to tzv. identickd transformace e , coZ je funkce, kterd
kaZdému prvku x € A prirazuje opét X : e (X) = x . Pro

ka¥dou transformaci € plati vlastnost 3) 1 =e .

Cvidenf 15. Znézorndte vlastnosti 1), 2), 3) graficky na

mno¥ind A s{fa,&,¢3 (vyberte si dv& libovolné transformace

f,9  této mnoZiny a zndzornéte graficky ?“4, g,-F s f-1¢ )e
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5. Grafy

V pfedchozim textu jsme jiZ n&kolikrdt pouZili vyrazu
"grafické zndzornéni", s nimZ se dnes mGZeme Casto setkat i v
Jinych oborech. V tomto oddilu pojedndme o metematické defini-
ci grafu a o n&kterych jeho vlastnostech. Av3ak tim, Ze mate-
matika presné& vymezuje obsah pojmu "graf", zuiZuje pond&kud je-
ho rozsah, takZe ne vSechno, co intuitivné nazyvéme grafem, Jje

skutelné grafem ve smyslu jeho matematické definice.

Dfive neZ uvedeme definici (matematického) grafu, Pfekne=-
me si, jak tento objekt zndzornujeme. Graf, zndzorn&ny ne pa-
pire, sestévéd z nékolika bodd, zvanych uzly, z nichZ nékteré
Jsou po dvou spojeny mezi sebou uselkami (¥iddeji, vyZaduje-li
toho nézornost, kfivkgmi), zvanymi hrany grafu. Napifiklad ob-

razec b

c
znézornuje graf s uzly a, &,c, o ,e a hransmi al,ac, &dl ,
ca , de . Neni piitom podstatné, v jaké vzijemné poloze jsou
vi¢i sobé& na papife uzly grafu zobrazeny, protoZe rozhodujici
pro vlast;osti grafu neni prostorové poloha jeho uzll, ale to,
které dvojice uzll Jjsou spolu spojeny. Uvedeny graf bychom te-

-dy mohli znézornit napiiklad takto:
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CL d

Hranu, spojujfc{ uzly a,& miZeme povaZovat za dvojici,

sestédvajfici z prvkd a , & (jednéseo neuspoiddanou dvojici,
protoZe Z4dny z uzlﬁ; épojenjch hranou, neni preferovén), tedy
za mno¥inu {a,& #. Pak je moZno vyslovit definici grafu:

Graf je urden dvdma mnoZinemi V, H , pPidemZ prvky mno-
iny V se nazyvaji uzly a mnoZina H sestdvéd z n&kterych
dvojic (neuspotddanych) uzld; tyto dvojice se nazyvaji hrany
grafu.

Vy8euvedeny graf je tedy urcen mnoZinami

V=4%a, & c,d,e? ,

H=4{a,&%, {a,c’, i8,d%, {c,ol%,{d,e?} .

Vzhledem k tomu, Z%e graf povaZujeme za jeden objekt, kte-
ry je urden dvdma mnoZinami, je vhodné vyjddrit jej Jednou
mnoZinou. Z toho divodu se obvykle mfsto dvou mnoZin V, H
hovo?{ o jedné mno%in& (V, H) , tarZe Fikdme, Ze graf Je
uspoiédand dvojice, na jejim%Z prvnim misté stoji mnoZina uzld
a na druhém misté mnoZina hran. Tohoto zpisobu vyjadfovéni se
v8ak pouzivd pouze v teoretickych textech a my jej zde primo
nepou%ijeme; uvedli jsme tento zplisob pouze pro informaci, ne-

bot se s nim je moZno v matematice Zasto setkat.

Jako klasicky p¥iklad grafu mi¥%eme uvést mapu Zeleznil=-
nich spojd CSD. Tento p¥iklad nédm scudasn& poslouZi jako ilu-
strace dileZitého pojmu z teorie grafd, totiZ pojmu cesty
(neboli spojnice). Rikédme, %e dva uzly o, & grafu G Jsou
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spojeny cestou (nebo Ze existuje cesta od a do & ), jestliZe
z uzlua jedo uzlu & moZno "dojit" po hrandch tohoto grafu. V
tomto smyslu existuje na mapé Zeleznilnich spojd {SD cesta z
Prahy do Tdbora, nebot je tam moZno "dojit" po hrandch
(Prsha-Cerdany, Cer&any-Benedov u Prahy, Benefov u Prahy-0l-
bramovice, Olbramovice-Tébor) tohoto grafu.

Mé-1i graf tu vlastnost, Ze z libovolného jeho uzlu exis-
tuje cesta do kaZdého Jjiného uzlu, Fikdme, Ze tento graf je
gouvisly. Nap¥iklad graf, zndzorn&ny vySe, Jje souvisly, nebot
z ka¥dého jeho uzlu je moZno "dojit" do kaZdého ze zbyvajicich
uzld. Naproti tomu graf, zndzorn&ny mapou CSD, neni souvisly,
nebo¥ lsnovkové drshy (nap¥. Old¥ichovice-Javorovy vrch) Jjsou
v ndm zndzorndny bez ndvaznosti na ¥elezni&ni si¥, takZe v ném
nap¥. neexistuje cesta z Javorového vrchu do Ceského T&3ina.
JestliZe vdak lanovkové drihy vylouZime, bude zbytek souvislym
grafem. Ka%dy strukturni vzorec organické slouleniny, v némZ
se nevyskytuji dvojné nebo trojné vazby, je rovné&€Z souvislym
grafem.

JestliZe graf G neni souvisly, je moZné jej rozdé&lit
na n&kolik disjunktnich grafd (tj. grafi, které nemaji spoled-
né %4dné uzly ani hrany), které jsou souvislé. Nap¥ikled graf

b

—
]

c d

je moZno zte’mym zpisobem rozddlit na dva grafy, z nichZ prv-

ni né uzly e, &,¢,d a druhy uzly e,f ; kaZdy z téchto

grafi je souvisly a pritom jsou vzdjemné& disjunktni.
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Grafy, s nimi¥ se setkdvéme v praxi, jsou obvykle souvis-
1é, Vdt3ina z nich mé vS8ak jedt& dalsi vlastnost, kterd je
zZv145td dtleZitd z hlediska matematické lingvistiky. Jde o
grafy, ve kterych mezi libovolnymi dvéma uzly existuje jedind
cesta. Tekovym graftm ¥{kéme stromy. Rozdil mezi souvislym
grafem a stromem Jje nésledujici: v souvislém grafu existuje
mezi libovolnymi dvéma uzly a,% cesta, avdak takovych cest
mi%e byt vice, zatimco ve stromu je takovd cesta jenom jedna.

P¥{kladem stromu miZe byt napr. tento graf:

Graf %elezni&nich spojd neni stromem, nebot v naprosté v&t&i-
nd piPipadd méme teoretickou moZnost vybrat si z nékolika cest,
je? vedou z uzlu o do uzlu £ (nap¥. z Prahy do Brna pres
Beskou TPfebovou nebo pres Havlilkiv Brod, ale treba i pres

Plzen a Ceské Buddjovice).

Cvideni 16. Nakreslete graf, jehoZ mnoZina uzl  Je
V=Auw,»,x,g,2x% a mnoZina hran H={{u w3 {9y, x% {0, x% ,
{e, w?d,ix, 3% . Zjistéte, zda je tento graf souvisly a zda

je stromem.

Krom& grafi, o nichZ jsme se dosud zminili, existuji jesd-
t& tzv. orientované fy, které se 1i3{ od obyclejnych grafh
tim, %e ka%dé jejich hrana je orientovand, tj. Jje urleno, kte-

ry z obou uzld, spojenych toutoc hranou, je prvni a ktery Jje
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druhy. V definici se tento rozdil projevi pouze v tom, Ze hra-
ny orientovaného grafu jsou usporddané dvojice uzli. Oriento-
venou hranu (a , &) zndzornujeme 3ipkou, kterd vychizi z a
a sm&Fuje do X .

Pr{kladen orientovaného grafu miZe byt napfiklad graf

V=i, Rom,m,o0, n} ,

H=4(%R,2), (R, m), (R, m), (R,0), (R, p)} ,

ktery zndzornime takto:

n 0 p
Rovn&% u orientovaného grafu je moZno podat definice

souvislosti a stromu, nebudeme je v8ak uvédét.
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6. Uvod do matematické lingvistiky

Jak jiZ bylo releno v pfedmluvd, tato skripta nejsou uleb-
nici matematické lingvistiky, tak¥e jejf strudny néstin, ktery

zde podédvéme, mé pouze informativni charakter.

Predev8im zavedeme pojem abecedy. Abeceda je libovoln&
neprézdnéd koneénd mnoZina symbold. P¥{klady abeced: velk4 la-
tinské abeceda {4,B,C,...,Z}, mald Feckd abeceda {ct, 3, @ ?,
bindrni abeceda {0,413 . Je-1i déna n&jaké abeceda V, pak
Jakoukoliv konednou posloupnost symbold této abecedy nazyvédme

slovem nad touto abecedou (n&kdy té%¥ Yet¥zem, v&tou). Napii-

klad kaZdy z vyrazG ALE, AAAAA , KLKLMKL je slovem nad vel-
kou abecedou (neni releno, %e takovéto posloupnost symbold mu-
sf byt slovem ve smyslu Seského jazyka). Mnofinu v&ech moZny ch
slov, utvofenych ze symbold abecedy V , znadfme V¥ (Vv s
hv&zdidkou).,

ProtoZe abeceda V miZ%e podle na¥i definice byt sloZena z ja=
kychkoli symbolt, miZeme za mnoZinu V vzit napffklad mnoZinu
v8ech slov deského jazyka. Potom mnoZ¥ina V™  sestivd ze
v8ech moZnych konednych posloupnost{ slov &eského Jjazyka. Jis-
t& se mezi nimi vyskytuji vZechny v&ty feského jazyka, ale
kromé nich také mnoho jinych zcela ndhodn& sedazenych posloup-
nost{ slov. K formélnimu rozliSeni sprdvn& vytvofenych vét ja-
zyka od néhodnych seskupeni slov slecuZi gramatike, k jeji% de-

finici prejdeme.

My$lenka matematické definice gramatiky - budeme si zde

v8fmat jen jednoho druhu, totiZ tzv. generativnich gramatik -
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je zaloZena na dob¥e znimém postupu vétného rozboru. Uvedme
nejprve priklad. Vétu

"Maly Pavel vera dostal novou hralku"
m&Zeme rozloZit na Jjmennou frézi (maly Pavel) a slovesnou fré-
zi (dostal\vlera novou hradku). Jmenncu frézi "maly Pavel" lze
rozlo¥it na pridavné jméno (maly) a vlastni jméno (Pavel), kde-
Zto slovesnd frize se d4 rozloZit opét na slovesnou frazi
(vEera dostal) a Jjmennou frézi (novou hralku); slovesné fréze
"yZera dostal" se sklddé z prislove¥ného urdeni (véera) a slo-
vesa (dostal), Jjmennéd fréze z pridavného (novou) a podstatné-

ho jména (hradku). Cely tento postup miZeme ilustrovat timto

grafem:
{véta)d
(jmennélfréze) ‘ {slovesnd frdize)
{p¥id. jm {(vliast.jm> (sloves.frize) {jm.fréze)
SN O
{p¥isl.ur&. {sloveso) (p¥id.jmy{pod.jmy
Maly Pavel véera dostal nolou hradku

Uzly tohoto grafu jsou dva druhy symbold: jednak slova
zvolené véty (resp. jazyka), jako maly, viera atd., jimZ bu-
deme v daldim ¥fkat termindlni symboly, jednak slova oznadluji-
cf gramatické kategorie, kterd Jjsou pro odlisSeni déna do hra-

natych zdvorek; v dalfim jim budeme ¥{kat netermindlni symbo-

ly. Déle z ka%dého netermindlniho symbolu vychdzi smérem dold

jedna nebo vice hran, na jejichZ koncich stoji symboly, na
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néZz Jje moZno dany netermindlni symbol rozloZit. KaZdému tako-

vému zplsobu rozkladu se ¥{ikd prepisovaci pravidlo. V nafem

prfkladé se vyskytuji tato prepisoves! pravidla (zna&fme je Zip-
kou, na je {mZ levém konci stoji symbol, ktery se prfepisovacim
pravidlem rozkladdd, na pravém konci symboly, na néZ se rozklé-
d4 neboli prepisuje): <véta) —> ¢ jmennd fréze > { slovesné
frize >, { Jjmerni fréze ) —> ( p¥idavné jméno » £ vlastni
Jméno >’ { slovesnd frédze ) ——> ( slovesnd frize » < Jjmenné
frédze >, { slovesnd frize ) —> { pPisl. uré. > { sloveso) ,
{ jmennd frize > —> ( p¥id.jm. > < podst.jm. >, {p¥idavné
jméno > —> maly, <(vlastni jméno) —>  Pavel, ( piisl.
uré, > —> vdéera, { sloveso ) —> dostal, ( p¥fd.jm. ) —>
novou, < podst.jm. » —> hradxu. Ddle na zaddtku grafu
(zcela nahofe) stoji vyznadny (éalo by se ¥fci: nejobecndjsi)
symbol < v&ta ¥ , ktery se nazjvé poldtedrim symbolem.

Nyni jiZ mbGZeme vyslovit obecnou definici generativndi
gramatiky. Skl4dé se ze &tyr objektld: abecedy netermindlnich
symbold Vy , abecedy termindlnich symbold Vy , mnoZiny pre-
pisovacich pravidel P a poddtednfiho symbolu S . Predpoklédsd
se, Ze mno%iny Yy a Y+ nemajf Z4dry spoledny prvek (tj. Ze
VN " V-;- = ﬁ ), protofe Z4dny symbol nemiZe byt soudasn& ne-
termindlnim i termindlnim symbolem, jinak by dochézelo k nedo-
rozum&nim. Prepisovaci pravidla maji tvar oc —> (3 , kde «x i f3
jsou posloupnosti symbold z obou abeced VN ) VT (tje v kaZ-
dém ze slov o¢, (3 se mohou vyskytovat jak symboly abecedy
W,
do abecedy neterminélnich symbold, tj. S e Vy .

tak i abecedy V+ ). Podsdtedni symbol S patif vidy

P¥fklad. Necht Vy ={S8S% (tj. abeceda netermindlnich
symboll obsahuje pouze jeden prvek), Vr = {a, L3,
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P=4{S —> a8, S—>al?(ti. prepisow pravidla jsou
S—> aS& , S—adk). Témito mnoZinami je ddna jisté gra-

matika.

74kladni my¥lenka generativni gramatiky spolivé v tom, Ze
vyjdeme od polétednfiho symbolu S a pomoci pPepisovacich
pravidel z n&j postupn¥ vytvé¥ime posloupnosti, sloZené ze
symboll abeced Vy , Vr tak dlouho, aZ dojdeme k posloupnos-
tem, které jsou sloZeny pouze 2 termindlnich symbol, ¢&ili
jsou to slova nad abecedou VYr .VSechna takovidto slova nad
abecedou Vq , k nim# uvedenym zpisobem dospéjeme, tvori Jjazyk,
generovany danou gramatikou.

Prepisovacich pravidel pouZivéme nésledujicim zpuisobem.
Je-1i o —> (3 prepisovaci pravidlo dané gramatiky, pak 2z
ka%dé posloupnosti symbold, v niZ je obsaZena posloupnost e,
je povoleno utvorit novou posloupnost tim, Ze v pivodni po-
sloupnosti celou posloupnost o nahradime posloupnosti @ .
Je-1i nap¥. v n&jaké gramatice a-LAfg, —> x B prepisovacim
pravidlem, pak slovo au =< Aqg v, které obsshuje posloupnost
x Ay , Jje mo¥no pomoci tohoto pravidla pFfepsat na slovo
wumzBay .

V naSem predchozim p¥iklad® méme jediny netermindlni sym-
bol S a dvé prepisovaci pravidla S —>a Sk, S— al .
Vyjdeme-1i ze symbolu S a pouZijeme druhého pravidla, pie-
piseme je  na slovo afr , které obsahuje pouze termindlni
symboly, takZe je slovem jazyka, generovaného touto gramati-
kou. Pou®ijeme-1i na po&itedni symbol S prvniho pravidla,
ptepiteme jej na slovo a S , Symbol S , ktery se v ném vy-

skytuje, miZeme opét pIepsat pomoci druhého nebo prvniho pra-
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vidla; dostaneme tim aa L& resp. aa SLL . Slovo
aa S je op&t moZno prepsat kaZdym z obou pravidel,
¢{m? dostdvéme aa alrlrdr resp. aaa S&AL AL . Tento po-
stup je moZno opakovat neomezené&, Graficky Jje: mGZeme znidzor-
nit ndsledujicim stromem, v némZ u kazdé hrany je uvedeno &is-

lo prepisovaciho pravidla: S

aabb aaSbb
2 1

aaabbb aaaSbbb

Jsou-1li %, d¥ dvé posloupnosti symbold ta‘-.;:ové, Ze o
vznikne z ¢ aplikaci jednoho prepisovaciho pravidla z grame-
tiky G , piSeme =G=> d . JestliZ%e posloupnosti -, d” jsou
stejné (7 = ") nebo jestliZe posloupnost o vznikla z o
n&kolikandsobnym pouZ%itim riznych pfepisovacich pravidel, pife-
me %70’" (symbol " =—=) " zde neznamend implikaci, Jjde
pouze o ndéhodnou podobnost). Je-li e slovo, sloZené pouze z
termindlnich symboll, generované grematikou G , pak, Jjak vi-
me, vzniklo z polédtedniho symbolu § nékolikandsobnym pouZi-
tim prepisovacich pravidel, takZe =;> o . Oznalime-li
Jjazyk, generovany gramatikou G , symbolem L (G) , miZeme
psiét

L(e) = dx|ec e (V¥A S S0},
Pcdle tvaru piepisovacich pravidel tridime gramatiky na

kontextové, bezkontextové a regulérnf. Kontextovd gramatika m&

prepisovaci pravidla tvaru « A} —> = w3 , kde A Jje ne-
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termindlni symbol, «, 3, slova, slofend z termindlnich i
neterminédlnich symbol. KaZdé pravidlo kontextové gramatiky
umoZnuje tedy prepsat netermindlni symbol na jisté slovo (v
na%em pfipad® A na w ), ale ne vidy, nybrZ pouze tehdy, je-
1i symbol A v kontextu urdenych slov e, 3 . Naproti tomu
bezkontextovd gramatikae mé ptepisovaci pravidla tvaru A — w0,
umo¥nuje tedy prepsat netermindlnfi symbol A na posloupnost
@  kdykoliv, nezévisle na kontextu. Gramatika je reguldrni,
jestliZ%e ka?dé je f prepisovaci pravidlo je bud tvaru A —
—a B nebo A— & ,kde A, B jsou netermindlni symboly,
a .4 terminélni symboly.

Reguldrni gramatiky Jjsou spife teoretic!ého charakteru,
pouZivaji se v teorii reprezentaci gramatik automaty. Pro po-
pis prirozenych Jjazykl se pouZivéd bezkontextovych grsmatik,
které Jsou také nejpodrobnéji prozkoumdny z teoretického hle-
diska. Dosud se v8ak vedou diskuse o tom, zda bezkontextova
gramatika je skutelné& adekvédtnim prostredkem popisu pPirozené-
ho Jjazyka a zda k jeho podrobnéjsimu a presné&j3imu popisu ne-
bude nutro pouZit i kontextovych gramatik.

T{m kon&fme n&¥ krétky Uvod do matematické lingvistiky.

Informace o literatufe nalezne &tend® na konci skript.

Cviceni 17. Rozhodndte, zda mnoZiny netermindlnfch symbo-
16 Vy=<A,B} termindlnich symbold Vi =<a,R3 prepisova-
cich pravidel P=4A — Ba,B—>al? a poditedni symbol
S tvori gramatiku.

CviZenf 18. Je déna gramatika Vy=1S,B,C%, Vr={a, &},
P={S—>a SBC,S—aBC ,(B—>BC, aB—> ok, B —> 24,
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¥C —> e, o C —>cc?, Ukaste, %e slova abe, anldlrce

pat?f{ do jazyka, generovaného touto gramatikou.

Cvideni 19. Sestavte gramatiku, kterd by generovala jazyk,

jehoZ Jjedinym termindlnim symbolem je pismeno " & " a ktery

sestédvé ze v8ech slov tvaru o, aa,aca,aaaq atd.

Cvigeni 20. Rozhodn&te, ke kterému z uvedenych t¥{ typd

gramatik patri{ gramatika ze cvié. 18.
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Vysledky cvideni.

Cvideni 1. 1) konjunkce, 2) implikace, 3) disjunkce.

CviZeni 2.) 1) (M AQ)) = ((n.p)v (7g)),
2) p ACCaQ) = 1) .

Cvideni 3. Vyrokovymi formulemi nejsou vyrazy 3) (nelze

psét m1v , protoZe za symbolem negace musi stét virok) a 5)

(mezi vyroky f2,q neni spojka).

Cvicendt 4.

=p{PA(P)|(PA(P) N (HP) (PP)&SPIP=>—P|(P=>P) = P
0 1 1 1 0
ol 1 o) 1 0 1 1

-
o

Cvicenf 5. V8echny formule, krom& &tvrté, Jjsou viyrokovymi

zékony.

Cvileni 6.
(Yx) (Y (% obdivuje o ) "kaZ%dy obdivuje kaZdého"

(Yx) (3y) " "kazdy n&koho obdivuje"
(Ix) (Yy) " "existuje &lov&k, ktery
obdivuje kaZdého"
(3x)(24) " "existuje &lovdk, ktery
nékoho obdivuje"
(Vy) (Vx) " "ka%dy obdivuje kaZdého"
(Vo) (3x) " "kaZdého n&kdo obdivuje"
) " R e R
(Fgy) (Ix) " "existuje &lov&k, kterého

nékdo obdivuje"
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Cvidenf 7. 1) Méme dokdzat Ac C , tj. %e pro kazdé
xeA Je xeC . Necht tedy xeA; pak, protoZe

AcB,je xeB az BeC(C plyne, Z2e xeC.
Né&rtek:

(A)B) C

2) nerd

Cvifeni 8. 1) ano, 2) ano, 3) ne, 4) ano, 5) ne, 6) ano,

7) ne

Cvileni 2.

Au(BnQC)

Cviteni 10. 1) ano, 2) ne, 3) ano, 4) ne, 5) ano, 6) ano

Cvicenf 11. 1) ne, 2) ano, 3) ano, 4) ne

Cvifen{ 12. 1) ano, 2) ano, 3) ano (X -x =0 , coz je
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8i{slo, d&litelné dvéma; Jje-li x — 4 délitelné dvéma, pak
¢islo g -X = - (x-n) Je zase d8litelné dvéma; jsou-li Eis=-
la x-1%, % -% d¥litelnd dvdma, je i &fslo x~2=(x-%4)+
+(y - 2) Aa8litelné dvima), 4) ne, protoZe neni symetrickd;
aviak relace "uddlosti x,4 se odehrdly ve stejnou dobu" uz

je relaci ekvivalence.

CviZenf 13. 1) KaZdd ti¥f{da sestdvd ze vSech 1lidi, ktedi
se narodili ve stejny den, 2) kaZdd tifda sestdvd ze vSech vza-
jemn& rovnob&¥nych primek, 3) rozklad mé pouze dvé tiidy:su-

dych a lichych &isel.
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Vysledky cvileni,

Cvilenf 14, Neni. Je-li nap¥. A mnoZina v3ech podmnoZin
n&jaké aspon dvouprvkové mnoZiny M a R relace inkluze, pak
R je relace &édstedného uspordddni, pro niZ uvedeny vyrok
neplati (existujf mnoZiny B,C , pro né%Z neplatf ani B< C,

ani C<cB ).

Cvifeni 15. 1) Jje-1li £ d4na obrézkem

a > b
b > C
C > a

pak £-7 je d4ns obrédzkenm

< b a >c
< o pferovndni b > 3
C € >
f g
b > a > b
> C > a
a gf >
b > b
-
f f
3) a > C > a
b > a > h
c > b > C
-1
ff
a > a
> b
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Cvideni 16,

: A
y o X

X y v Z

Graf Jje souvisly, ale neni stromem.,

Cvideni 17. Netvori, protoZe poddtelnfi symbol § nepat¥{
do VN' .

CviZen{ 18. & _G_——_—.>Q,BC = akC = akec; S > aSBCf
_ — = 2 BCC = aalrrCC =>
-E—;-éwa,BCBC?:» aa L CBC G> aa = =
=E¢-amxﬁnﬁ1:C = aa lrdrcc .

pocédtecni symbol S .

Cviceni 20. Kontextovi.




T
oA Qg
£V,
r=>q

fri=>q
(Px) o (X)
(3x) 42 ()
{a,r,c?

{x lp(x)3

AnB
Ao B
A-B
Ax B
ix,43%
(X, %)
aR A
X & np
£fiA— 8B

f(x)
f-'f
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Cteni symboll.

neni pravda,Ze

noa q

4. nebo g (nebo oboji)

z 4 plyne q , £ implikuje @,
je nutnéd podminka pro o, fr Je
postadujici podminka pro q .

s je ekvivalentni g

pro vdechna x platfi f (x)
existuje x , pro které plati £ (X)
mnoZina, sestdvajici z prvki

a, &, c

mno%ina t&ch X , pro které plati
n ()

prinik mnoZin A, B

sjednoceni mnoZin A, B

rozd{fl mnoZin A, B

kartézsky soulin mnozin A, B
dvojice X, 4

uspo¥édand dvojice X, 4

o je vrelaci R s &

X je men31 nebo rovno 4

£ zobrazuje A do B (nebo: funk-
ce £ s definiénim oborem A & obo=-
rem hcdnot B )

funkéni hodnota funkce f v bod& X
inverzni funkce k funkeci f

funkce, sloZend z funkci{ f, g



- 80 ~

Pozndmky k literatufe.

Obsah prvnich &éty?¥ kapitol je podrobndji rozveden v kni=-
héch [1], [2] . Tarského kniha [11 je dnes ji% klasickou udeb-
nici{ logiky pro.zaééte&niky; vynikd jasnym a »rozumitelnym po-
dénim. Kniha (2] je pséna modern&jsim zplisobem a pokryvé i
nékteré oblasti metematiky, o nichZ jsme se zde nezminili, Z4-
Jemcim o filosofidt&js{ pristup k teorii mno%in doporudujeme
populdrné psanou knihu [3] . Teorie grafi je soustavn® vyloZe-
na v knize [4] . O gererativnich gramatikdch pojedrévajf knihy
(51 -[71, zatimco znémd Marcusova préce [8] se zabyvs pre-
vdZné Jjinou problematikou (morfémy, fonematicky rozbor apod. ),
pricemZ pres mnoZstvi p¥fkledl z pPirozenych jazykd je psina
na dosti vysoké Urovni abstrakce, Horeckého skriptum [9] shr-
nuje strun€ jednotlivé pFfstupy, vietn& sémantickych, jim¥

Jjesme zde pro jelich obtfZnost nevé&novali pozornost.
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[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

(71

[8]

[9]
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